
9 Έλλειψη

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Έλλειψη ονοµάζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του

επιπέδου, των οποίων το άθροισµα των αποστάσεων από

δύο σταθερά σηµεία Ε και Ε΄ είναι σταθερό και µεγαλύτερο

της απόστασης των δύο σηµείων. Τα δύο αυτά σηµεία, το Ε

και το Ε΄, τα ονοµάζουµε εστίες και τη µεταξύ τους απόστα-

ση, εστιακή απόσταση και τη συµβολίζουµε µε 2γ.

Το άθροισµα των αποστάσεων του τυχαίου σηµείου της έλ-

λειψης από τις δύο εστίες το συµβολίζουµε µε 2α και αποτε-

λεί το µήκος του µεγάλου άξονα της έλλειψης.

Είναι (ΜΕ) + (ΜΕ΄) = 2α

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγµένων

Οxy µε άξονα x΄x την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και Ε΄

και άξονα y΄y την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =     (σχήµα 2)

όπου 2 2 2β = α − γ .

O µικρός άξονας BB΄ της έλλειψης έχει µήκος 2β.

Η εξίσωση της έλλειψης ως προς σύστηµα συντεταγµένων

Οxy µε άξονα y΄y την ευθεία που διέρχεται από τα Ε και Ε΄

και άξονα x΄x  την µεσοκάθετο του ΕΕ΄ είναι:

2 2

2 2

x y
1

β α
+ =    (σχήµα 3)

x

y

y

x
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Εξίσωση εφαπτοµένης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
, α β> . H εξίσω-

ση της εφαπτοµένης της έλλειψης C στο σηµείο της Μ(x
1
,y
1
)

είναι

       
1 1

2 2

xx yy
1+ =

α β

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1+ =

β α
, α β> . H εξίσω-

ση της εφαπτοµένης της έλλειψης C στο σηµείο της Μ(x
1
,y
1
)

είναι

       
1 1

2 2

xx yy
1+ =

β α

• Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης:

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
 στο σηµεί-

ο ( )1 1x , yΜ .

α. Γράφουµε την εξίσωση της έλλειψης:  
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
(1)

β. Επειδή 
2x x·x=  και 

2y y·y=  έχουµε από την (1): 
2 2

x·x y·y
1+ =

α β

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y αντίστοιχα και έχουµε 1 1
2 2

x·x y·y
1+ =

α β
, που είναι

και η ζητούµενη εξίσωση.Οµοίως εργαζόµαστε και για την έλλειψη µε εξίσωση

2 2

2 2

x y
1+ =

β α
, α β> .

Ιδιότητες έλλειψης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση  
2 2

2 2

x y
1+ =

α β
.

α. Έχει άξονες συµµετρίας τους x΄x  και y΄y. Κέντρο συµµε-

τρίας την αρχή των αξόνων Ο(0,0).

y

x

y

y

x

x
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∆ηλαδή αν το σηµείο ( )1 1 1x , yΜ  ανήκει στην έλλειψη τότε ανήκουν στην έλλειψη και

τα σηµεία ( )2 1 1x , yΜ − , ( )3 1 1x , yΜ − , ( )4 1 1x , yΜ − − .

β. Τέµνει τον άξονα x΄x στα σηµεία Α(α,0) και

Α΄(-α,0) και τον άξονα y΄y στα σηµεία Β(0,β) και

Β΄(0,-β).

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΑ΄ λέγεται µεγάλος άξο-

νας της έλλειψης και το ευθύγραµµο τµήµα ΒΒ΄

λέγεται µικρός άξονας της έλλειψης. Το Ο λέγεται

κέντρο της έλλειψης. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΚΛ

του οποίου τα άκρα Κ, Λ, ανήκουν στην έλλειψη και διέρχεται από το κέντρο Ο λέγεται

διάµετρος της έλλειψης.

γ. Η έλλειψη C περιέχεται στο ορθογώνιο παραλληλόγραµµο το οποίο ορίζουν οι ευθείες:

x = α ,  x = - α ,  y = β   και   y = - β.

Γενικά για τις συντεταγµένες ( )x, y οποιουδήποτε σηµείου της έλλειψης ισχύει :

x

y

−α ≤ ≤ α 
 −β ≤ ≤ β 

δ. Ανακλαστική ιδιότητα

Η κάθετη στην εφαπτοµένη µιας έλλειψης στο σηµείο επα-

φής Μ διχοτοµεί τη γωνία ΕΜ̂΄Ε , όπου Ε΄, Ε οι εστίες

της έλλειψης.

• Χρήσιµη παρατήρηση:

Ας δούµε τι παριστάνει η εξίσωση  C:
2 2

2 2

x y
1+ =

µ λ
, όπου µ, λ

θετικοί πραγµατικοί αριθµοί.

α. Αν µ > λ  , τότε η C είναι έλλειψη µε εστίες στον άξονα x΄x  και σταθερό άθροισµα 2µ.

β. Αν µ < λ, τότε η C είναι έλλειψη µε εστίες στον άξονα y΄y και σταθερό άθροισµα 2λ.

γ. Αν µ = λ, τότε C : 2 2 2x y+ = µ και παριστάνει κύκλο.

Εκκεντρότητα έλλειψης

Έστω η έλλειψη C µε εξίσωση 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της έλλειψης C το λόγο της εστιακής απόστασης προς το µή-

κος του µεγάλου άξονα και τη συµβολίζουµε µε    
2γ γ

ε
2α α

= =    .  Είναι 0 < ε < 1
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Αποδεικνύεται ότι:  2β
1 ε

α
= − . Οπότε όταν  το ε τείνει στο 1, το β τείνει στο 0 και η

έλλειψη τείνει να γίνει ευθύγραµµο τµήµα.Αν το ε τείνει στο 0 τότε το β τείνει να γίνει ίσον

µε το α και η έλλειψη τείνει να γίνει κύκλος.

Β.  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης όταν:

α. Έχει µεγάλο άξονα 2α = 8 και εστίες ( )Ε 2,0  και ( )Ε΄ 2,0− .

β. Έχει εκκεντρότητα 
5

ε
5

=  και εστίες ( ) ( )Ε 1,0 ,Ε΄ 1,0− .

γ. ∆ιέρχεται από τα σηµεία ( )∆ 0,2  και ( )Ζ 6,1 , έχει κέντρο Ο(0,0) και οι εστίες της

είναι στον άξονα x΄x.

Λύση

α. Αφού έχει εστίες ( )Ε 2,0  και ( )Ε΄ 2,0−  θα είναι γ = 2.

Για το µεγάλο άξονα γνωρίζουµε ότι 2α 8 α 4= ⇔ =

Ακόµα έχουµε 2 2 2 2 2 2 2 2γ α β β α γ β 16 4 β 12 β 2 3= − ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = ⇔ = .

Έτσι, η εξίσωση της έλλειψης είναι 

2 2x y
1

16 12
+ =

β. Είναι 
γ γ 5

ε
α α 5

= ⇔ = (1).   Επιπλέον είναι γ = 1  (2)

Από ( ) ( ) 1 5
1 , 2 α 5

α 5
⇔ = ⇔ = .Για το β έχουµε 2 2 2 2β α γ β 5 1 β 2= − ⇔ = − ⇔ = .

Εποµένως  η έλλειψη έχει εξίσωση:  

2 2x y
1

5 4
+ = .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας έλλειψης πρέπει να προσδιορίζουµε  τις τιµές των

α, β. ∆εδοµένου, ότι έχουµε τη σχέση 2 2 2γ α β= − , αρκεί να βρούµε άλλες δύο σχέ-

σεις. Όταν µας δίνονται οι εστίες, γνωρίζουµε το γ. Όταν µας δίνονται ο µεγάλος και

ο µικρός άξονας, γνωρίζουµε τα α και β αντίστοιχα. Όταν µας δίνεται η εκκεντρότητα

γ
ε

α

 =  
 έχουµε µια σχέση ανάµεσα στα α, γ.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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γ. Η εξίσωση της έλλειψης είναι της µορφής  

2 2

2 2

x y
1

α β
+ = , µε α β> .

Οι συντεταγµένες των σηµείων ∆ και Ζ επαληθεύουν την εξίσωση της.

Εποµένως:    

( )
22 2

2

2

2 2

0 4
1

β 4α β β 2
6 1

16 α 81 4α1
α β

+ =  = = ⇔ ⇔ 
+ = = + = 



Άρα η εξίσωση της έλλειψης είναι:  

2 2x y
1

8 4
+ = .

Παράδειγµα 1

Να βρείτε τις εφαπτόµενες της έλλειψης 2 2C : 9x 16y 144+ =  (1) , που είναι παράλληλες

στην ευθεία ε : x y 2002 0+ + = .

Λύση

Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση (1) της έλλειψης 2 29x 16y 144+ =
2 2x y

1
16 9

⇔ + = .

Αν θεωρήσουµε ( )1 1M x , y  το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης και της έλλειψης τότε  η

εξίσωση της εφαπτοµένης είναι :  1 1x·x y·y
1

16 9
+ = (δ)

Όµως 1 1
δ ε 1

1

9x 16y
δ // ε λ λ 1 x

16y 9

−
⇔ = ⇔ = − ⇔ = (2)

Το σηµείο Μ ανήκει στην έλλειψη οπότε θα έχουµε: 2 2
1 19x 16y 144+ = (3)

 Από τις σχέσεις (2) και (3) υπολογίζουµε τις τιµές των 1x  και 1y :

1 1 1
1

2 2
1 11 1

16 1616y x xx 5 59 ... ή
9 9

y y9x 16y 144
5 5

     = = −   =     ⇔ ⇔     
     = = −+ =        

Για να βρούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης  έλλειψης σε σηµείο της Α, προσδιορί-

ζουµε απο τα δεδοµένα τις συντεταγµένες του σηµείου επαφής Α.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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Τα ζεύγη τιµών που βρήκαµε για τα 1x  και 1y  τα αντικαθιστούµε στην (1) και προκύπτουν

οι ζητούµενες εξισώσεις των εφαπτοµένων: x y 5 0+ − =  και x y 5 0+ + = .

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

Να βρείτε την εκκεντρότητα και τις εστίες στις παρακάτω ελλείψεις:

α. 
2

2x
y 1

4
+ = β. 

2 29x 25y 225+ =

Λύση

α. Από την εξίσωση της έλλειψης προκύπτει ότι α = 2, β = 1, 2 2γ α β 3= − = .

Οπότε οι εστίες είναι ( ) ( )Ε γ,0 3,0=  και ( ) ( )Ε΄ γ,0 3,0− = −  και η εκκεντρότητά της

γ 3
ε

α 2
= =

β. Μετασχηµατίζουµε την εξίσωση της έλλειψης: 
2 2

2 2 x y
9x 25y 225 1

25 9
+ = ⇔ + =

Είναι α = 5, β = 3, γ = 4. Οπότε οι εστίες είναι Ε(4 , 0) και Ε΄(-4 ,0) και η εκκεντρότητα

γ 4
ε

α 5
= =

Άσκηση 2

Να βρείτε συναρτήσει του β, την εξίσωση της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ =  (1) που έχει

εκκεντρότητα 
2

ε
2

=

Λύση

Έχουµε:
2

2
ε = ⇔

γ 2

α 2
= ⇔

2 2α β 2

α 2

−
= ⇔

2 2

2

α β 1

2α

− = ⇔ ( )2 2 22 α β α− = ⇔

2 2 22α 2β α− = ⇔ 2 2α 2β=   (2)

Η εξίσωση (1) µε τη βοήθεια της (2) γίνεται: 
2 2

2 2

x y
1

2β β
+ = , που είναι και το ζητούµενο .

Άσκηση 3

Έστω κύκλος µε εξίσωση 2 2 2x y ρ+ = . Αν θέσουµε 1x x=  και 1y y= κ  να αποδείξετε

ότι το σηµείο ( )1 1x , y  ανήκει σε έλλειψη.
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Λύση

Έχουµε 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 1 1
1 1 2 2

x y
x y ρ x κ y α 1

α α

κ

+ = ⇔ + = ⇔ + =
 
  

.

Η τελευταία  εξίσωση είναι εξίσωση έλλειψης.

Άσκηση 4

Να βρεθεί η οξεία γωνία των εφαπτοµένων οι οποίες

άγονται από το σηµείο ( )0,4Μ  προς την έλλειψη

2 23x y 4+ = .

Λύση

Θα υπολογίσουµε τις εφαπτόµενες οι οποίες άγονται από

το σηµείο Μ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης

στο σηµείο ( )1 1A x , y  είναι 1 13x x y y 4+ = . Αφού διέρχε-

ται από το Μ(0, 4) είναι: 1 1 13·0x 4y 4 y 1+ = ⇔ =    (1)

Επειδή το Α ανήκει στην έλλειψη ισχύει :

(1)
2 2 2 2

1 1 1 1 13x y 4 3x 1 4 3x 3 x 1+ = ⇔ + = ⇔ = ⇔ = ± .

Εποµένως, τα σηµεία επαφής είναι ( )A 1,1  και Α΄(-1, 1) και οι εξισώσεις των εφαπτοµένων

στα Α και Α΄ είναι :

1 : 3x y 4ε + =  και 2 : 3x y 4ε − + = , αντίστοιχα.

Θα υπολογίσουµε τη γωνία  των δύο αυτών ευθειών, των ε
1
, ε

2
.

Είναι 1λ 3= −  και 2λ 3= .

Θεωρούµε δύο διανύσµατα παράλληλα στις ε
1
 και ε

2
 τα : ( )1δ 1, 3

→
= −  και ( )2δ 1,3

→
=  µε

1 1δ // ε
→

 και 2 2δ // ε
→

. Είναι 
�( )

( )
1 2

1 2 2 2
1 2

δ ·δ 1·1 3·3 8
συν δ ,δ συνφ

10δ · δ 1 3 · 1 3

− −= = = =
+ − +

��� ���

��� ���

��� ��� .

Επειδή η γωνία φ έχει 
8

συνφ
10

= − < 0, είναι αµβλεία ( 0144φ �  ). Άρα η ζητούµενη

γωνία είναι η παραπληρωµατική της φ δηλαδή 036� .

Άσκηση 5

∆ίνεται η έλλειψη 

2 2x y
1

9 4
+ =  και η ευθεία y x 1= + . Να υπολογισθούν οι συντεταγµέ-

νες του µέσου Μ της χορδής ΑΒ που ορίζεται από την ευθεία και την έλλειψη.
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Λύση

Η επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων της έλλειψης και της ευθείας θα µας δώσει τις

συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.

Είναι:

( )22 2 2
2 2x y x 1x 4x 9x 18x 9 361 1

9 4 9 4
y x 1

y x 1 y x 1

 +  + + + =+ =  + =⇔ ⇔  
= + = + = + 

 

213x 18x 27 0 (1)

y x 1

 + − =⇔ 
= +

Επειδή το ζητούµενο της άσκησης δεν είναι οι συντεταγµέ-

νες των Α και Β αλλά το ηµιάθροισµα τους (οι συντεταγµέ-

νες του Μ), από τη δευτεροβάθµια εξίσωση (1), υπολογίζου-

µε από τον τύπο του Vieta, το άθροισµα των ριζών της (1).

Έτσι 1 2
18

x x
13

+ = − , συνεπώς 1 2
M

x x 9
x

2 13

+
= = − . Το σηµείο Μ ανήκει στην ευθεία

y x 1= + , οπότε οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωσή της.

∆ηλαδή M M
9 4

y 1 y
13 13

= − + ⇔ = . Εποµένως 
9 4

M ,
13 13

 −  
.

Άσκηση 6

Έστω η έλλειψη 

2
2x

y 1
4

+ = . Να βρεθεί η γραµµή στην οποία κινούνται τα µέσα των

χορδών της έλλειψης, οι οποίες είναι παράλληλες προς την ευθεία ( ) : y x 1ε = λ − .

Λύση

Έστω ( ) ( )1 1 2 2A x , y ,B x , y µε 1 2x x≠ τα άκρα τυχαίας χορδής

η οποία είναι παράλληλη προς την ευθεία (ε). Επειδή ανήκουν

στην έλλειψη οι συντεταγµένες τους θα επαληθεύουν την εξί-

σωσή της δηλαδή ισχύουν :

2
21

1

2
22

2

x
y 1

4

x
y 1

4


+ =


 + =

Αφαιρούµε τις παραπάνω κατα µέλη και έχουµε :

2 2
2 21 2

1 2

x x
y y 0

4 4
− + − = ⇔ ( )( ) ( )( )1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x
y y y y 0

4

− +
+ − + = ⇔

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

x x y y1
· x x y y · 2 0

2 2 2

+ +
⇔ − + − = ⇔  (διαιρούµε µε  ( 1 2x x− )  1 2x x≠ )
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1 2 1 2 1 2

1 2

x x y y y y1
· 2 · 0

2 2 x x 2

+ − +
⇔ + =

−
  (1). Όµως 1 2 1 2x x y y

M ,
2 2

+ + 
  

 και 1 2

1 2

y y
λ

x x

−
=

−

(αφού η χορδή ΑΒ είναι παράλληλη στην ευθεία (ε) ). Οπότε η (1) γίνεται  M M
1

x 2 y 0
2

+ λ = .

Εποµένως το µέσον  Μ της ΑΒ, κινείται επάνω στην ευθεία 
1

x 2 y 0 x 4 y 0
2

+ λ = ⇔ + λ = .

Άσκηση 7

Να δείξετε ότι οι ελλείψεις 
2 2

1 2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και 

2 2

2 2 2 2 2

x y
C : 1

α k β k
+ =

+ +
, α > β, έχουν

τις ίδιες εστίες για κάθε τιµή του k R∈ .

Λύση

Για την έλλειψη 1C  έχουµε 2 2 2γ α β= −  και εστίες ( ),0Ε γ  και Ε΄ ( ),0−γ .

Θέτουµε 2 2 2Α α k= +  και 2 2 2B β k= +  και 2Γ την εστιακή απόσταση της έλλειψης 2C .

Είναι: 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2Γ Α Β α k β k α β γ= − = + − − = − =  δηλαδή Γ = γ.

Οπότε η 2C  έχει τις ίδιες εστίες µε τη 1C .

Άσκηση 8

∆ίνονται οι κύκλοι 2 2 2
1C : x y α+ =  και 2 2 2

2C : x y β+ =  µε β α<  και η µεταβλητή ευ-

θεία ΟΛΚ (Ο η αρχή των αξόνων, Λ το σηµείο τοµής της ευθείας µε τον κύκλο 2C  και Κ

το σηµείο τοµής µε τον 1C ).Από το Λ φέρνουµε ευθεία κάθετη στον άξονα y΄y  και από το

Κ ευθεία κάθετη στον x΄x, οι οποίες τέµνονται στο Μ. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος

του Μ.

Λύση

Έστω ( )1Λ x ,λ  και ( )1, yΚ κ . Το σηµείο Μ έχει συντεταγµέ-

νες ( )κ,λ . Επειδή τα σηµεία Κ και Λ ανήκουν στους κύκλους,

οι συντεταγµένες τους επαληθεύουν τις εξισώσεις των κύ-

κλων, δηλαδή  
222

1

222

1

22

1

2

222

1

καy

λβx

αyκ

βλx

−=
−=⇔







=+

=+
(1).

Τα σηµεία Ο, Λ, Κ είναι συνευθειακά, εποµένως 
ΟΛ ΟΚ

λ λ=

(όπου 
ΟΛ

λ  και 
ΟΚ

λ  οι συντελεστές διεύθυνσης των ΟΛ και ΟΚ).

ΟΛ ΟΚ
λ λ=

22 2 2 2(1)
1 1

2 2 2 2 2
1 1

y yλ λ λ α κ
. Οπότε

x κ x κ β λ κ

−⇔ = = ⇔ = ⇔
−

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

κ λ
α β β κ α λ κ λ κ λ β κ α λ α β 1

α β
⇔ − − + = ⇔ + = ⇔ + =
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Εποµένως ο γεωµετρικός τόπος του σηµείου ( ),Μ κ λ  είναι η έλλειψη :  
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Άσκηση 9

Έστω η έλλειψη 

2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  µε α β> , µεγάλο άξονα Α΄Α και ένα σηµείο της Μ (διαφο-

ρετικό από τις κορυφές). Να δείξετε ότι το γινόµενο των συντελεστών διεύθυνσης των

ευθειών ΜΑ και ΜΑ΄ είναι σταθερό, ανεξάρτητο της θέσης του σηµείου Μ.

Λύση

Έστω ( )1 1x , yΜ  σηµείο της έλλειψης. Οι συντελεστές

διεύθυνσης των ΜΑ και ΜΑ΄ είναι:

1
ΜΑ

1

y
λ

x α
=

−
 και 1

ΜΑ΄

1

y
λ

x α
=

+
.

Εποµένως 
2

1 1 1
ΜΑ ΜΑ΄ 2 2

1 1 1

y y y
λ ·λ ·

x α x α x α
= =

− + −
(1).

Επειδή το Μ ανήκει στην έλλειψη, οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση της

δηλαδή

2 2
2 2 2 2 2 21 1

1 12 2

x y
1 β x α y α β

α β
+ = ⇔ + = ⇔

( )2 2 22 2 2 2
12 21

1 12 2

β α xα β β x
y y

α α

−−
= ⇔ = (2)

Από (1), (2) έχουµε:

 

( )
( )
( )

2 2 2
1

2 2 2
2 1

ΜΑ ΜΑ΄ 2 2 2 2 2
1 1

β α x

β α x
αλ ·λ

x α α x α

−
−

= = =
− −

( )
( )

2 2 2 2
1

22 2 2
1

β α x β

αα α x

−
− = − =

−
σταθερό.

Άσκηση 10

Από σηµείο ( )0 0A x , y  εκτός της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  φέρνουµε δύο εφαπτόµενες προς

την έλλειψη και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να δείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας ΒΓ

είναι: 0 0
2 2

xx yy
1

α β
+ =    (1)

Λύση

Έστω ( )1 1B x , y  και ( )2 2x , yΓ . Η εφαπτοµένη στο Β έχει εξίσωση 1 1
1 2 2

xx yy
ε : 1

α β
+ = .
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Επειδή διέρχεται από το ( )0 0A x , y , ισχύει 0 1 0 1
2 2

x x y y
1

α β
+ =   (2).

Η ισότητα (2) µας δίνει την πληροφορία ότι η εξίσωση (1) είναι εξίσωση ευθείας, η οποία

διέρχεται από το Β (αφού οι συντεταγµένες του Β την ικανοποιούν).

Η εφαπτοµένη στο Γ έχει εξίσωση 2 2
2 2 2

xx yy
ε : 1

α β
+ = . Επειδή διέρχεται απο το

( ) 0 2 0 2
0 0 2 2

x x y y
A x , y : 1

α β
+ =   (3). Η ισότητα (3) µας λεει ότι η (1) είναι εξίσωση ευθείας η

οποία διέρχεται από το Γ. Επειδή απο δυο σηµεία διέρχεται µόνο µία ευθεία η εξίσωση (1)

παριστάνει την ευθεία ΒΓ.

(Η ΒΓ λέγεται πολική ευθεία του σηµείου Α ως προς την έλλειψη και το Α λέγεται πόλος).

Άσκηση 11

∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
1, α β

α β
+ = >  και µια χορδή της ΜΝ η οποία διέρχεται από

την εστία ( )Ε γ,0 .Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες της έλλειψης στα άκρα της χορδής,

τέµνονται σε σηµείο της ευθείας 
2α

x
γ

= . (Η ευθεία 
2α

x
γ

=  λέγεται δευθετούσα της

έλλειψης).

Λύση

Έστω ( )0 0x , yΖ  το σηµείο τοµής των δύο εφαπτόµε-

νων. Από το σηµείο Ζ λοιπόν, άγονται δύο εφαπτόµενες

προς την έλλειψη. Η χορδή (πολική ευθεία) η οποία ενώ-

νει τα σηµεία επαφής  έχει εξίσωση:

 0 0
2 2

x x y y
MN : 1

α β
+ =       (1).

Επειδή η χορδή ΜΝ διέρχεται από την εστία ( ),0Ε γ  η

εξίσωση (1) επαληθεύεται από τις συντεταγµένες της .

Εποµένως   
2

0 0
02 2

x γ y 0 α
1 x

γα β
+ = ⇔ =  και συνεπώς το σηµείο Ζ βρίσκεται επάνω στην

ευθεία  µε εξίσωση : 
2α

x
γ

= .

Άσκηση 12

∆ίνεται η έλλειψη 

2 2x y
1

9 16
+ =  και το εσωτερικό της σηµείο ( )1,2Μ . Να προσδιοριστεί

η χορδή της έλλειψης η οποία έχει το Μ ως µέσο.
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Λύση

Έστω ( )1 1x , yΖ  και ( )2 2H x , y  τα άκρα της ζητούµενης χορ-

δής. Είναι 1 2x x≠ . (Αν ήταν 1 2x x=  λόγω συµµετρίας το

µέσο τους Μ θα ήταν σηµείο του άξονα x΄x).

Αφού τα σηµεία Ζ, Η ανήκουν στην έλλειψη, οι συντεταγ-

µένες τους επαληθεύουν την εξίσωση της.

Εποµένως:

2 2
2 21 1

1 1

x y
1 16x 9y 144

9 16
+ = ⇔ + = (1)

και 

2 2
2 22 2

2 2

x y
1 16x 9y 144

9 16
+ = ⇔ + = (2)

Αφαιρούµε τις σχέσεις (1) και (2): ( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 216 x x 9 y y 0− + − = ⇔

( )( ) ( )( )

ύ

έ 2

1 2 1 2 1 2 1 216 x x x x 9 y y y y 0

διαιρο µε
και τα δυο
µ λη µε

− + + − + = ⇔

( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

x x y y
16 x x 9 y y 0

2 2

+ +
− + − = (3)

Οι συντεταγµένες του µέσου Μ της ΖΗ είναι: 1 2 1 2x x y y
M ,

2 2

+ + 
  

Εποµένως η (3) γίνεται: ( ) ( )1 2 M 1 2 M16 x x x 9 y y y 0− + − = .

Όµως Μ(1, 2), έτσι έχουµε ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 216 x x 18 y y 0 18 y y 16 x x− + − = ⇔ − = − − ⇔

1 2

1 2

y y 16

x x 18

−
⇔ = −

−        (4).

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ΖΗ είναι   1 2

1 2

y y

x xΖΗ
−

λ =
−

.

Έτσι από τη σχέση (4) έχουµε 
8

9ΖΗλ = − . Συνεπώς ( )8
ZH : y 2 x 1

9
− = − −

Άσκηση 13

Για το σηµείο Λ του επιπέδου το διάνυσµα θέσης είναι 
( )2

2 2

α 3 κ β·2 3κ
OΛ ι j

3 κ 3 κ

→ → →−
= +

+ +
,

όπου α, β θετικοί και κ R∈ . Να δείξετε, ότι καθώς το κ µεταβάλλεται το σηµείο Λ

κινείται σε έλλειψη.

Λύση

Όπως γνωρίζουµε οι συντελεστές των 
→
ι  και j

→
  είναι οι συντεταγµένες του διανύσµατος

ΟΛ
����

.

Επειδή Ο είναι το σηµείο αναφοράς (η αρχή των αξόνων), αυτοί οι συντελεστές είναι οι
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συντεταγµένες του σηµείου Λ. Εποµένως 
( )2

2 2

α 3 κ β·2 3κ
Λ ,

3 κ 3 κ

 −
 
 + + 

Έχουµε:   

( )2 2

22

22

α 3 κ x 3 κ
x

α 3 κ3 κ

y 2 3κβ·2 3κ
y

β 3 κ3 κ

− −== ++ ⇔
 ==  ++ 

Υψώνουµε τις δύο σχέσεις στο τετράγωνο και τις προσθέτουµε κατα µέλη:

( )
( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

222

2 2 2 22 2 22 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2
2

2 22

3 κx

α 3 κ 3 κ 3 κx y 12κ
1

α β 3 κ 3 κ 3 κ2 3κy

β 3 κ

− = + − + + = + = =
 + + +
=
+ 

Οι συντεταγµένες του Λ ικανοποιούν την εξίσωση της έλλειψης   
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

Εποµένως το σηµείο Λ κινείται επάνω σε αυτήν την έλλειψη.

Άσκηση 14

Το σηµείο ( )Μ αηµθ,βσυνθ , ( )θ 0,2π∈ ,  µε 
π 3π

θ , ,π
2 2

≠  ανήκει στην έλλειψη

2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ =  µε α > β.

α. Να δείξετε, ότι η κάθετη στην εφαπτοµένη της έλ-

λειψης στο σηµείο Μ έχει εξίσωση :

( ) ( ) ( )2 2ε : ασυνθ x βηµθ y α β ηµθ·συνθ− = −

β. Αν η (ε) διέρχεται από το σηµείο (β, 0) να δείξετε ότι

ισχύει η σχέση 
2

β
ηµθ

α ε
=

⋅
, όπου ε η εκκεντρότητα της

έλλειψης.

Λύση

α. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της C στο σηµείο της ( )1 1x , yΜ είναι

2 2 2 21 1
1 12 2

xx yy
1 β x x α y y α β

α β
+ = ⇔ + = .
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Ο συντελεστής διεύθυνσης αυτής της ευθείας είναι 
2

1
2

1

β x
λ

α y
= − .

Αφού ( )Μ αηµθ,βσυνθ , ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης στο Μ είναι

2

αβ ηµθ βηµθ
λ

ασυνθα βσυνθ

2−= = − , 
π

θ
2

≠ , 
3π

θ
2

≠ .

Εποµένως η κάθετη στην εφαπτοµένη στο σηµειο Μ έχει συντελεστή διεύθυνσης

ε

ασυνθ
λ

βηµθ
= , θ 0≠ , θ π≠  και εξίσωση 

ασυνθ
y βσυνθ

βηµθ
− = ( )x α·ηµθ−

2 2βηµθ·y β ηµθ·συνθ ασυνθ·x α ηµθσυνθ⇔ − = − ⇔

( ) ( ) ( )2 2ασυνθ x βηµθ y α β ηµθ·συνθ⇔ − = −

β. Οι συντεταγµένες του σηµείου (β,0) επαληθεύουν την εξίσωση της (ε). Εποµένως έχου-

µε:

( ) ( ) ( )2 2ασυνθ β βηµβ ·0 α β ηµθ·συνθ− = − ⇔ ( ) συνθ 0
2 2αβ·συνθ α β ηµθ·συνθ

≠
= − ⇔

( )2 2
2 2

αβ
αβ α β ηµθ ηµθ

α β
= − ⇔ =

−
(1)

Όµως ισχύουν οι σχέσεις: 2 2 2γ α β= −  και 
γ

ε
α

= .

Οπότε η (1) γίνεται: 2 2 2 2 2
2

2

αβ αβ αβ β
ηµθ

γ γ ε α α·ε
α

α

= = = =

∆.   ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.  Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 2 216x 25y 400+ =  είναι εξίσωση έλλειψης και να βρεθούν

τα µήκη των αξόνων της, οι εστίες της και η εκκεντρότητα.

(Απ.: 2α = 10 και 2β = 8 και γ = 3 και 
3

5
ε = )

2. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της έλλειψης 2 2C : 4x y 20+ = , οι οποίες

    διέρχονται από το σηµείο ( )M 0,10 .

(Απ.: y 4x 10= +  ή y 4x 10= − + )
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3. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης µε κέντρο την αρχή των αξόνων, κορυφή το

    σηµείο ( )M 17,0  και µία εστία το σηµείο ( )E 8,0 .

(Απ.: 

2 2x y
1

2 217 15
+ =

 
 
 

)

4. Να βρείτε τη σχετική θέση της ευθείας y 4x 9= +  ως προς την έλλειψη 2 22x y 9+ = .

(Απ.: Εφάπτεται στο σηµείο ( )M 2,1− ))

5. ∆ύο ελλείψεις έχουν εξισώσεις 2 25x 3y 64+ =  και 2 23x 5y 64+ = . Να δειχθεί ότι τα

    κοινά σηµεία τους ανήκουν στον κύκλο µε εξίσωση 2 2x y 16+ = .

6. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της έλλειψης 2 2C : 4x y 20+ =  οι οποίες:

α. Είναι παράλληλες προς την ευθεία : 4x y 4 0ε + + =
β. Είναι κάθετες στην ευθεία : x 4y 12 0ε + + = .

(Απ.: α. y 4x 10= − +   ή y 4x 10= − − ,  β. y 4x 10= +   ή y 4x 10= − ))

7. ∆ίνεται η έλλειψη  
2 2

2 2

x y
1

α β
+ = .

α. Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο Ε΄ΒΕΒ΄ είναι ρόµβος (Ε΄ και Ε οι εστίες, Β και Β΄ τα

     άκρα του µικρού άξονα).

β. Να βρεθεί το εµβαδόν του ρόµβου.

(Απ.: β. 
2 22β α β− ))

8. Να συγκριθούν οι εκκεντρότητες των ελλείψεων :

2 2

1 2 2

x y
C : 1

α β
+ =  και 

2 2

2 4 4

x y
C : 1

α β
+ = , µε α > β.

(Απ.: ( )2 1ε ε> )

9. Αν  είναι η εφαπτοµένη της έλλειψης 
2 2

2 2

x y
C : 1

β α
+ =  στο ( )1 1 1x , yΜ , να αποδείξετε

ότι η κάθετη στην (ε) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

1
2

1

yβ
λ ·

xα
= .

10. ∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
C : 1

α β
+ = . Να αποδείξετε ότι και η έλλειψη µε εξίσωση

2 2 2 2

2 2

κ x κ y
C΄ : 1

α β
+ =  έχει την ίδια εκκεντρότητα µε τη C.
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11.  ∆ίνεται η έλλειψη 2 2x 2y 2+ =  και το σηµείο ( )A 2,3 . Φέρουµε από το Α τις εφαπ-

τόµενες της έλλειψης και έστω Β, Γ τα σηµεία επαφής. Να υπολογίσετε την απόσταση

του Α από τη χορδή ΒΓ.

( )10Απ. :

12. ∆ίνεται η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
1

α β
+ =  και τα σηµεία της Α, Β τέτοια ώστε η γωνία 

οˆΑΟΒ 90= .

(Ο  είναι η αρχή των αξόνων). Αν οι εφαπτόµενες της έλλειψης στα Α, Β τέµνονται στο

σηµείο Μ,  να βρείτε το γεωµετρικό τόπο του σηµείου Μ όταν η γωνία ΑΟΒ στρέφεται

γύρω από το Ο.

2 2

2 2

x y
1

2α 2β

 
+ = 

 
Απ. :

13. ∆ίνεται η έλλειψη µε εξίσωση  

2 2x y
1

19 18
+ = . Να βρεθεί ο κύκλος µε διάµετρο το τµήµα

      Ε΄Ε, όπου Ε , Ε΄  οι  εστίες της έλλειψης.

(Απ.: 2 2x y 1+ = )

14. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης µε κέντρο την αρχή, εστιακή απόσταση 4 και εκκε

      ντρότητα 1 2 .

2 2 2 2x y x y
1 ή 1

16 12 12 16

 + = + =  
Απ. :

15. Να βρείτε τη σχετική θέση της ευθείας y x 2= +  ως προς την έλλειψη 2 2x 4y 16+ = .

(Απ.: Τέµνει την έλλειψη)

16. Να βρεθεί η εξίσωση της καµπύλης στην οποία κινείται σηµείο Μ του επιπέδου, για το

      οποίο ισχύει ( ) ( )MA MB 4+ = , µε ( )A 1,0− και ( )B 1,0 .

2 2x y
1

4 3

 + =  
Απ. :

17. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ( )M x, y  µε x 4συνθ= , y 3ηµθ= , [ ]θ 0,2π∈  ανήκουν

σε έλλειψη της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

2 2x y
1

4 3

 + =  
Απ. :
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18. ∆ίνεται έλλειψη ( ) 2 2c : 4x 7y 36+ = . Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από το

σηµείο ( )M 3,4  και είναι παράλληλη προς την ευθεία x 2y 7 0− + =  εφάπτεται της

( )c .

(Απ.: 
9 8

,
5 5

 −    είναι το σηµείο επαφής)

19. Η εξίσωση µιας χορδής της έλλειψης 2 2x 4y 100+ =  είναι x 6y 40+ = . Να βρεθούν οι

       συντεταγµένες του µέσου Μ της χορδής.

( )( )Είναι Μ 4,6Απ. :

20. Η έλλειψη 2 2x 4y 16+ =  τέµνει τον  άξονα y΄y στα σηµεία Β, Β΄ και τον αρνητικό

ηµιάξονα Οx΄ στο Α΄. ∆είξτε ότι ο κύκλος που διέρχεται απο τα σηµεία Β, Β΄ και Α΄ έχει

εξίσωση 2 2x y 3x 4 0+ + − = .

21. Να βρεθεί η χορδή της έλλειψης 

2 2x y
1

16 9
+ =  που έχει µέσο το σηµείο ( )M 2,1 .

( )8x 9y 25 0+ − =Απ. :

22. ∆ίνεται η έλλειψη 2 2x 4y 16+ = . Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης που διέρ-

χονται από το σηµείο ( )4,4− .

1
y x 18, x 4

2
 = + = −  
Απ. :

23. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης 
2 2x y

1
16 4

+ =  που είναι παράλληλες στην

ευθεία y x 4= + .

( )y x 20 , y x 20= + = −Απ. :

24. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της έλλειψης 2 2x 4y 16+ =  που είναι κάθετες στην ευθεία

x y 5 0+ + = .

( )y x 20 , y x 20= + = −Απ. :



156. Έλλειψη

Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

∆ίνεται η έλλειψη  βα,βαyαxβ 222222 >=+  µε εστίες Ε,Ε΄. Η κάθετη στο σηµείο Ρ της

έλλειψης τέµνει το µικρό άξονα στο Α. ∆είξτε ότι το τετράγωνο της απόστασης του Α

από µια από τις εστίες ισούται µε: ( )( )Ρ΄Ε·ΕΡ
β

βα
2

22 −
 .

(Yπ.: ∆είξτε ότι ( ) ( )( )
2 2

2
α β

Ε΄Ρ ΕΡ Ε΄Ρ
β

−= . Υποθέστε ότι

( )Ρ ασυνφ,βηµφ  και υπολογίστε τις αποστάσεις  Ε΄Ρ  και ΕΡ. Είναι

( )Ε΄Ρ γσυνφ α= +  και ( )ΕΡ γσυνφ α= − )


