
8 Παραβολή

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Παραβολή είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του επιπέδου τα οποία ισαπέχουν

από µια σταθερή ευθεία (δ) που λέγεται διευθετούσα της παραβολής και από ένα σταθερό

σηµείο Ε που λέγεται εστία της παραβολής. Τα σηµεία που ικανοποιούν την προηγούµενη

ιδιότητα ανήκουν σε µια καµπύλη που φαίνεται στα επόµενα σχήµατα.

Εξίσωση παραβολής και γραφική παράσταση

1. Με  κορυφή ( )0,0Ο ,εστία 
p

E ,0
2
 
  

 , και διευθετούσα 
p

:  x
2

δ = −       2y 2px=

2. Με κορυφή ( )0,0Ο , εστία 
p

E 0,
2

 
  

, και διευθετούσα  
p

:  y
2

δ = −         2x 2py=
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Εφαπτοµένη της παραβολής  2y 2px=  στο  σηµείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1yy p x x= +

Εφαπτοµένη της παραβολής  2x 2py=  στο  σηµείο ( )1 1 1M x , y :    ( )1 1xx p y y= +

Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης  παραβολής:

 Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής   2y 2px= στο σηµεί-

ο ( )1 1M x , y  .

Εκτελούµε τα εξής:

α. Γράφουµε την εξίσωση της παραβολής :  2y 2px=   (1)

β. Επειδή 
2y y y= ⋅   και 2x x x= +    αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε : ( )y y p x x⋅ = +

γ. Στο δεύτερο y και x θέτουµε  1y  και  1x  αντίστοιχα και παίρνουµε : ( )1 1y y p x x⋅ = +
που είναι και η ζητούµενη εξίσωση.

Οµοίως εργαζόµαστε και στην περίπτωση της παραβολής 
2x 2py=

Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής

Η κάθετη στην εφαπτοµένη µιας παραβολής στο σηµεί-

ο  επαφής Μ διχοτοµεί τη γωνία που σχηµατίζουν η

ηµιευθεία ΜΕ  και η ηµιευθεία ΜΖ, που είναι οµόρροπη

της ΟΕ, όπου Ε είναι η εστία της παραβολής.

Η ιδιότητα αυτή της παραβολής έχει πολλές εφαρµογές

στην καθηµερινή ζωή, π.χ στα παραβολικά τηλεκόπια,

στα ραντάρ,στα φανάρια των αυτοκινήτων κ.λ.π.



125.Παραβολή

B.    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα  1

Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το ( )0,0 , στις παρακάτω περιπτώσεις:

α. Έχει άξονα συµµετρίας τον y΄y και διέρχεται από το σηµείο ( )2,2   .

β. Έχει εστία ( )E 2,0−   και διευθετούσα :  x 2 0δ − =  .

γ. Έχει άξονα συµµετρίας τον x΄x και εφάπτεται της ευθείας  y 4x 1= + .

Λύση

α.  Αφού η παραβολή έχει άξονα συµµετρίας τον  y΄y  και κορυφή το ( )0,0   θα είναι της µορφής:

2x 2py= . Επειδή διέρχεται από το σηµείο ( )2,2 ισχύει :

  22 2p 2 p 1= ⋅ ⇔ = . Άρα  2C :  x 2y= .

β.  Είναι 
p

2 p 4
2
= − ⇔ = − . Άρα  2C :  y 8x= − .

γ. Η εφαπτοµένη στο τυχαίο σηµείο της παραβολής ( x
1
 , y

1
 ) είναι

( ) ( )( )21 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1

px yp p
yy p x x y x y x ό y 2px , x , y 0

y y y 2
= + ⇔ = + ⇔ = + δι τι = ≠ .

Άρα πρέπει να ισχύουν : 1

1

yp
4 1

y 2
= και = , δηλαδή

1y 2 p 8= και = , οπότε  η ζητούµενη εξίσωση της παραβολής   είναι 2C :  y 16x= .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση παραβολής , απο τα δεδοµένα βρίσκουµε την παρά-

µετρο  p.

Κατηγορία - Mέθοδος   1

Κατηγορία - Mέθοδος   2

Όταν θέλουµε να βρούµε τη σχετική θέση µιας ευθείας µε εξίσωση y x , 0∗= α +β α ≠ και

µιας παραβολής ( )2 2y 2px ή x 2py= = επιλύουµε το σύστηµα που σχηµατίζουν.

Θα οδηγηθούµε σε εξίσωση δευτέρου βαθµού.  ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις :

• Αν η διακρίνουσα 0∆ >  , τότε το σύστηµα µας έχει δύο λύσεις και στην περίπτωση

που και οι δύο είναι αποδεκτές η ευθεία τέµνει την παραβολή σε δύο σηµεία.

• Αν η διακρίνουσα 0∆ = , τότε το σύστηµα έχει µία λύση και η ευθεία εφάπτεται της

παραβολής.

• Αν η διακρίνουσα 0∆ < , τότε το σύστηµα δεν έχει καµία λύση και η ευθεία δεν έχει κοινό

σηµείο µε την παραβολή.
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* Παρατήρηση:

Aν α = 0 η ευθεία είναι της µορφής y = β και τέµνει την παραβολή

2y 2px= σε ένα σηµείο χωρίς όµως να εφάπτεται σε αυτήν.

Αναφέρουµε για παράδειγµα την παραβολή  2y 4x=  και την

ευθεία y 1=

Παράδειγµα  1

α. Να αποδείξετε ότι η ευθεία x y 1 0+ + =  και η παραβολή 2y 2x= δεν έχουν κανέ-

να κοινό σηµείο.

β. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε κορυφή το ( )0,0 , που έχει άξονα συµµετρίας

τον Οx και εφάπτεται στην ευθεία y 4x 1= + .

Λύση

α. Αρκεί να αποδείξουµε ότι το σύστηµα που σχηµατίζουν οι δύο εξισώσεις είναι αδύνατο:

( )22 2

x y 1x y 1 0 x y 1

y 2 y 1y 2x y 2y 2 0

= − −+ + = = − − ⇔ ⇔  = − −= + + = 

Όµως η εξίσωση 2y 2y 2 0+ + =   έχει διακρίνουσα 4 0∆ = − <  άρα είναι αδύνατη και

κατά συνέπεια και το σύστηµα είναι αδύνατο. Εποµένως η ευθεία x y 1 0+ + =   και η

παραβολή 2y 2x= δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο.

β. Αφού η παραβολή έχει άξονα συµµετρίας τον Οx και κορυφή το ( )0,0   θα έχει εξίσωση

της µορφής 2y 2px= .

Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων της παραβολής και της ευθείας.

2 2 2
2

y 1
y 2p 2y py p 2y py p 0 (1)

y 2px 4
y 1 y 1y 1y 4x 1 x xx 4 44

−  = = − − + = =   ⇔ ⇔ ⇔   − −−= + = =   =  

Επειδή η ευθεία εφάπτεται στην παραβολή πρέπει η εξίσωση (1) να έχει διπλή λύση και

αυτό συµβαίνει όταν και µόνον όταν, έχει διακρίνουσα  ∆ = 0.

Είναι   2 p 0 ί
0 p 8p 0

p 8

= απορρ πτεται
∆ = ⇔ − = ⇔  =

Οπότε η ζητούµενη εξίσωση της παραβολής θα είναι 2C :  y 16x= .
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Παράδειγµα  1

Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής 2C :  y 3x=   που είναι παράλληλη

στην ευθεία  :  2x y 2003 0δ − + = .

Λύση

Έστω ( )1 1M x , y   το σηµείο επαφής. Τότε η εφαπτοµένη της  2C :  y 3x=  στο Μ θα είναι:

( ) ( )1 1 1
1

3 3
:  yy x x y x x

2 2y
ε = + ⇔ = +   (1) , µε 

1

3

2yελ =  ( 1y 0≠  ).

Όµως  1
1

3 3
2 y

2y 4ε δε δ ⇔ λ = λ ⇔ = ⇔ =� .

Επειδή το σηµείο Μ είναι σηµείο της παραβολής ισχύει:
2

2
1 1 1 1 1

3 9 3
y 3x 3x 3x x

4 16 16
 = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Οπότε η (1) γράφεται :

3 3 3
y x y 2x 8y 16x 3 16x 8y 3 0

3 16 8
2

4

 = + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ − + =    
  

Άρα η ζητούµενη εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η 16x 8y 3 0− + = .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση εφαπτοµένης της πα-

ραβολής 2y 2px=  ή ( )2x 2py= , γράφουµε την εξίσωση

της εφαπτοµένης  στο τυχαίο σηµείο της έστω

( )1 1 1M x , y πουείναι: ( )1 1yy p x x= + ή ( )( )1 1xx p y y= + .

Στη συνέχεια προσδιορίζουµε τα 1 1x , y . Αφού έχουµε δύο

αγνώστους χρειαζόµαστε δύο εξισώσεις.

Η µια είναι πάντοτε η: 2
1 1y 2px=  ή ( )2

1 1x 2py=  αφού το

σηµείο ( )1 1M x , y  ανήκει στην παραβολή. Η δεύτερη εξίσωση µε τα 1 1x , y  προκύπτει

εύκολα από τα δεδοµένα του προβλήµατος.

Κατηγορία - Mέθοδος   3
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Παράδειγµα 1

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της παραβολής  2C :  y 8x=  οι οποίες διέρχονται από το

σηµείο ( )A 2,3− και να αποδείξετε ότι είναι κάθετες µεταξύ τους.

Λύση

Έστω ( )1 1M x , y   το σηµείο επαφής µιας εφαπτοµένης

ε της C. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της C στο Μ είναι:

( ) ( )1 1:  yy 4 x xε = +
Όµως

( ) ( )1 1 1 1A 3y 4 2 x 3y 8 4x∈ ε ⇔ = − + ⇔ = − + ⇔

⇔ 1 14x 3y 8− =    (1)

Γνωρίζουµε επίσης ότι  2
1 1M C y 8x∈ ⇔ =    (2)

Για να εντοπίσουµε τις συντεταγµένες των σηµείων

επαφής θα επιλύσουµε το σύστηµα που σχηµατίζεται από τις  (1) και  (2)  :

Πως βρίσκουµε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων που διέρχονται από γνωστό σηµείο

Ρ (x
0
, y

0
) πρoς την παραβολή µε εξίσωση   y2 = 2px.

α΄ τρόπος

Γράφουµε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο (x
1
, y

1
) της παραβολής

που είναι yy
1
 = p(x + x

1
)  ( 1 ) και απαιτούµε να διέρχεται από το σηµείο Ρ (x

0
, y

0
).

Τότε ισχύουν : 

( )0 1 0 1

2
1 1

y y p x x

y 2p x

 = +

 =


 αφού η (1) διέρχεται από το Ρ (x
0
, y

0
) και το (x

1
, y

1
)

ανήκει στην παραβολή.

Από το σύστηµα αυτό προσδιορίζουµε τα x
1
, y

1
, και συνεπώς την εξίσωση (1).

β΄ τρόπος

Για να προσδιορίσουµε τις εφαπτόµενες  παραβολής που διέρχονται από γνωστό

σηµείο έστω το Α(x
0
, y

0
) ,  θεωρούµε όλες τις ευθείες που διέρχονται απο αυτό το

σηµείο. Αυτές έχουν  εξισώσεις

ε
1
:   y - y

0
 = λ(x - x

0
) , λ R∈     και    ε

2
:   x = x

0

Εξετάζουµε αν το σύστηµα { }2
2y 2px,= ε έχει διπλή λύση. Αν αυτό συµβαίνει τότε

η ε
2
 είναι εφαπτοµένη.Στη συνέχεια προσδιορίζουµε το λ ώστε το σύστηµα

{ }2
1y 2px,= ε να έχει διπλή λύση. Για αυτές τις τιµές του λ η ε

1
 είναι εφαπτοµένη.

Κατηγορία - Mέθοδος   4
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2 2 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

y 8x y 16 6y y 6y 16 0

4x 3y 8 4x 8 3y 4x 8 3y

  = = + − − =  ⇔ ⇔  
− = = + = +    

Όµως  2
1 1y 6y 16 0− − = , 100∆ =   και 1y 8=   ή  1y 2= − .

Αν 1y 8=   έχουµε:   1 1 1

1 1 1 1

y 8 y 8 y 8

4x 8 3y 4x 8 3 8 x 8

= = =  
⇔ ⇔  = + = + ⋅ =  

Αν 1y 2= −   έχουµε :   ( )
1

11

1 1 1 1

y 2y 2y 2
1

4x 8 3y 4x 8 3 2 x
2

= −= −= −   ⇔ ⇔  = + = + − =  

Άρα υπάρχουν δύο σηµεία επαφής τα  Μ
1
(8, 8)  και  2

1
M , 2

2
 −  

Στο ( )1M 8,8  η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι  ( ) x
8y 4 x 8 y 4

2
= + ⇔ = + , δηλαδή

1

x
:  y 4

2
ε = + .

Στο 2

1
M , 2

2
 −  

 η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι  
1

2y 4 x y 2x 1
2

 − = + ⇔ = − −  
,δη-

λαδή  2 :  y 2x 1ε = − −

Γνωρίζουµε ότι :  1 2 1 2 1ε ⊥ ε ⇔ λ ⋅λ = −

Για την 1ε   έχουµε : 1

1

2
λ =   και για την  2ε  έχουµε 2 2λ = −  .

Άρα  ( )1 2

1
2 1

2
λ ⋅λ = − = −  που σηµαίνει ότι οι ευθείες ε

1
 και ε

2
 είναι κάθετες µεταξύ τους.

Παράδειγµα  2

Για την παραβολή  µε εξίσωση : y2 = 4x να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων που

διέρχονται από το σηµείο ( - 1, 0 ) .

Λύση

Όλες οι ευθείες που διέρχονται από το σηµείο (-1, 0) έχουν εξισώσεις:

( )y x 1 , R x 1= λ + λ∈ και = −

Η x = -1 φανερά δεν εφάπτεται της παραβολής.

Εφάπτεται η ευθεία y = λ(x + 1)  στην  y2 = 4x  , αν και µόνο αν, το σύστηµα: 
2y 4x

y λ(x 1)





=
= +

έχει διπλή λύση, δηλαδή η δευτεροβάθµια εξίσωση:
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λ2x2 + 2( λ2 - 2 )x + λ2 = 0   ,    0λ ≠
έχει διπλή ρίζα, δηλαδή διακρίνουσα ∆ = 0, που ισοδυναµεί µε:

( )22 2 2 24 2 4 · 0 1 1λ − − λ λ = ⇔ λ = ⇔ λ =  ή   λ = -1

Για τις τιµές αυτές του λ προκύπτουν οι ευθείες µε εξισώσεις: y = x + 1      και      y = -x -1

Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px= . Έστω ΑΒ χορδή της παραβολής, η οποία διέρχεται από

την εστία Ε. Να δείξετε ότι το γινόµενο των αποστάσεων των Α,Β από τον άξονα x΄x

παραµένει σταθερό καθώς η ΑΒ στρέφεται γύρω από την εστία.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y , ( )2 2B x , y . Μας ζητείται να δείξουµε ότι  1 2y y .⋅ = σταθ  Αφού η ευθεία

ΑΒ διέρχεται από την εστία Ε έχει εξίσωση: ( )p p
y x 1 ή x

2 2
 = λ − =  

Για  λ = 0 δεν ορίζεται χορδή.

Από την επίλυση του συστήµατος της (1) και της εξίσωσης της παραβολής προκύπτουν

οι συντεταγµένες των σηµείων Α και Β.

Πολική ευθεία

Η εξίσωση της χορδής που ορίζεται από τα σηµεία επαφής των εφαπτοµένων που

φέρονται από σηµείο Μ (x
0
, y

0
) προς την παραβολή y2 = 2px είναι  yy

0
 = p (x + x

0
).

Απόδειξη

Έστω Α (x
1
, y

1
) και Β (x

2
, y

2
) τα σηµεία επαφής των

εφαπτοµένων ΜΑ και ΜΒ.

Οι εξισώσεις των ΜΑ και ΜΒ είναι:

MA: yy
1
 =  p( x + x

1
 ) και  MB: yy

2
 = p( x + x

2
 )

Επειδή διέρχονται από το σηµείο Μ,  οι συντεταγµένες

του τις επαληθεύουν , δηλαδή ισχύουν :

y
0
y

1
 = p( x

0
 + x

1
 )     (1)

y
0
y

2 
= p( x

0
 + x

2
 )     (2)

Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι η εξίσωση της

χορδής ΑΒ είναι:

yy
0
 = p(x + x

0
)

διότι είναι πρώτου βαθµού ως προς x, y και σύµφωνα µε τις (1), επαληθεύεται από

τις συντεταγµένες των Α και Β.

Η ΑΒ λέγεται πολική του σηµείου Μ ως πρός την παραβολή και το σηµείο Μ

λέγεται πόλος της ΑΒ ως προς την παραβολή.
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Έτσι έχουµε: 

2y 2px

p
y x

2

 =
 ⇔ λ= λ −

( )

2
2

2
2 2

y
x y

x2p
2p

y p
y y 2py p 0 2

2p 2


= = ⇔ 

λ = λ − λ − − λ =

Η (2) είναι τριώνυµο ως προς y µε διακρίνουσα ( )2 2 2 2 2∆ 4p 4λ p λ 4p 4λ p 0= − − = + > .

Άρα έχει δύο ρίζες, έστω y
1
, y

2
 για τις οποίες ισχύει: 

2
2

1 2
p λ

y y p
λ

−= = − . ∆ηλαδή

22 2
1 2 1 2y y y y p p p ό= = − = = = σταθερ

Αν 
p

x
2

= , τότε ( ) ( ) ( ) ( )1 2AE y d A, p E y d , p= = δ = και Β = = Β δ = , οπότε :

( )( ) 2
1 2AE E y y pΒ = = .

Άσκηση 2

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px= και χορδή ΑΒ η οποία διέρχεται από την εστία της Ε.

Φέρνουµε τις εφαπτόµενες της παραβολής στα σηµεία Α, Β. Να δείξετε ότι τέµνονται

κάθετα.

Λύση

Αφού η ΑΒ διέρχεται από το Ε έχει εξίσωση 
p

y x
2

 = λ −  
p

y x
2

λ⇔ = λ −  ή 
p

x
2

= .

Έστω  ( ) ( )1 1 2 2A x , y , B x , y . Η εφαπτοµένη στο Α έχει

εξίσωση ( )1 1yy p x x= + µε συντελεστή διεύθυνσης

1
1

p

y
λ = . Οµοίως η εφαπτοµένη στο Β έχει συντελεστή

διεύθυνσης 2
2

p

y
λ = .Πρέπει να δείξουµε ότι:

1 2 1λ ⋅λ = − ⇔
1 2

p p
1

y y
⋅ = − 2

1 2p y y⇔ = − ⋅

(που το αποδείξαµε στην προηγούµενη άσκηση).
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Άσκηση 3

Να δείξετε ότι η προβολή της εστίας Ε, παραβολής µε εξίσωση 2y 2px= , επάνω σε

τυχαία εφαπτοµένη, είναι σηµείο του άξονα y΄y.

Λύση

Έστω  ( )1 1A x , y τυχαίο σηµείο παραβολής και (ε) η εφαπτοµένη στο Α. Έστω ακόµη ότι Β

είναι το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης µε τον άξονα

y΄y.

Αρκεί να δείξουµε ότι EB AB 1ΕΒ ΑΒ⊥ ⇔ λ ⋅λ = −

Η εφαπτοµένη στο Α έχει εξίσωση ( ) ( )1 1yy p x x 1= +
Το Β είναι το σηµείο τοµής της µε τον άξονα y΄y.

Εποµένως από την (1) µε x = 0 παίρνουµε:

 
2

y

y2

y

y

px
y 1

1

2

1

1

1 ===  (αφού 1

2

1
px2y = ) δηλ. 1y

B 0,
2

 
  

.

Είναι 
1

2

1

1

1

1

1

1

1

ΑΒ

y

p

p

y

y

x2

y

0x

2

y
y

λ ===
−

−
=  και 

p

y

0
2

p
2

y
0

λ 1

1

BE

−
=

−

−
=

Έτσι: 1
BE

1

yp
1

y pΑΒ
 

λ ⋅λ = ⋅ − = − 
 

Άσκηση 4

∆είξτε ότι το συµµετρικό της εστίας Ε, παραβολής µε εξίσωση 2y 2px= , ως προς τυχαία

εφαπτοµένη, είναι σηµείο της διευθετούσας.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y , 1x 0≠  τυχαίο σηµείο παραβολής. Όπως

δείξαµε στην προηγούµενη άσκηση, το Β έχει συντεταγµένες

1y
B 0,

2
 
  

. Επειδή το Γ είναι συµµετρικό του Ε ως προς την

εφαπτοµένη (ε), το Β είναι µέσον της ΓΕ.

Εποµένως   E
B B E

x x
x x 2x x

2
Γ

Γ
+

= ⇔ = − ⇔

p p
x 0 x

2 2Γ Γ= − ⇔ = − .

Εποµένως το Γ ανήκει στη διευθετούσα.  Αν 1 1x y 0= =  τότε το Α ταυτίζεται µε το Ο.

Αν 1 1x y 0= =  τότε το

Α ταυτίζεται µε το Ο. Άρα

και πάλι η προβολή του

Ε είναι σηµείο του y΄y

(η αρχή των αξόνων).
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Άσκηση 5

∆ίνεται η παραβολή 2y 2px=  και µεταβλητό σηµείο Α αυτής. Να βρεθεί ο γεωµετρικός

τόπος του µέσου Μ της χορδής του ευθ. τµήµατος ΟΑ.

Λύση

Έστω ( )1 1A x , y . Επειδή το Μ είναι µέσον της ΟΑ είναι:

1

1

1 1

0 x
x x 2x2

0 y y 2y
y

2

+ = = ⇔ + = =

      (1)

Αφού το Α ανήκει στην παραβολή:

( ) ( )22 2
1 1y 2px 2y 2p 2x y px= ⇔ = ⇔ =

Εποµένως το Μ κινείται επάνω στην παραβολή  µε

εξίσωση 2y px=

Άσκηση 6

∆ίνονται τα σηµεία ( )A t, 1 2tηµ − +συν  t R∈ . Να βρεθεί η γραµµή επάνω στην

οποία κινούνται.

Λύση

Είναι 
x t

y 1 2t

= ηµ 
⇔= − + συν  2

x t

y 1 1 2 t

= ηµ 
⇔

= − + − ηµ 
2 2

2

x t 1
y 2x x y

2y 2 t

= ηµ 
⇔ = − ⇔ = −

= − ηµ 

Εποµένως το Α κινείται επάνω στην παραβολή 
2 1

x y
2

= − .

Άσκηση 7

∆ίνεται η παραβολή 22y x=  .

α. Να βρεθούν η εστία και η διευθετούσα της.

β. Να βρεθεί η απόσταση του σηµείου της ( )A 2,1   από την εστία Ε και να συγκρι-

θεί µε την απόσταση ΟΕ .

γ. Να αποδείξετε ότι σε κάθε παραβολή το σηµείο της µε τη µικρότερη απόσταση

από την εστία είναι η κορυφή της Ο.

δ. Να βρεθεί σηµείο στην παραβολή 2y 2px=  , που να απέχει από την εστία Ε

απόσταση διπλάσια της ΟΕ.

Λύση

α. Είναι 2 2 1
2y x y x

2
= ⇔ = . Εποµένως 

1 1
2p p

2 4
= ⇔ =
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Η εστία Ε έχει συντεταγµένες 
p

,0
2
 
  

,  δηλαδή 
1

E ,0
8
 
  

 και η διευθετούσα (δ) έχει εξίσω-

ση 
p

: x
2

δ = −  , δηλαδή  
1

: x
8

δ = − .

β. Είναι

 ( ) ( )
2 2

2

2

1 15 289 17
AE 2 1 0 1

8 64 88

 = − + − = + = =  
.

1
OE

8
= .

Παρατηρούµε ότι ΑΕ > ΟΕ.

γ. Έστω Μ(x, y) τυχαίο σηµείο της παραβολής 2y 2px= .

Είναι

( )
2 2

2 2 2p p
ME x y x px y

2 4
 = − + = − + +  

Επειδή το Μ ανήκει στην παραβολή 2y 2px= είναι

( )
22

2 p p
ME x px 2px x

4 2
 = − + + = +  

Εποµένως

( ) p
d M,E x

2
= +

Επειδή το x και το p είναι οµόσηµοι αριθµοί η απόσταση d γίνεται ελάχιστη όταν x = 0,

δηλαδή όταν το Μ ταυτίζεται µε την κορυφή Ο.

2ος τρόπος

Αρκεί ( ) ( )ME OE≥ , όπου ( )M x, y  τυχαίο σηµείο της παραβολής.

Είναι ( ) ( )
2 2 2

2 2pp p p y
ME OE x x px x 0

2 2 4 4 2
≥ ⇔ + ≥ ⇔ + + ≥ ⇔ + ≥ , που ισχύει.

δ. Έστω ( )B BB x , y  σηµείο της παραβολής 2y 2px= , για το οποίο ισχύει ( ) ( )BE 2 OE= .

Αφού ανήκει στην παραβολή θα ισχύει 
2

B By 2px= (1)

Είναι ( ) p
OE

2
= . Εποµένως ( )

B
B

B

B
B

p
x p p

x2
p 2BE p x p

3p2
xp

x p 2
2

 + =  = = ⇔ + = ⇔ η ⇔ 
  = − + = − 

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Η B
3p

x
2

= −  απορρίπτεται γιατί οι p, x είναι οµόσηµοι.

Για B
p

x
2

=  από την (1) έχουµε 
2 2 2

B B B
p

y 2p y p y p
2

= ⇔ = ⇔ =  ή By p= − .

Άρα υπάρχουν δύο σηµεία τα: 
p

B ,p
2
 
  

 και 
p

B´ , p
2
 −  

.

Άσκηση 8

Μια µεταβλητή ευθεία y x , 0λ β λ= + ≠  τέµνει την παραβολή 2y 6x=  στα σηµεία Α

και Β. Να δείξετε, ότι οι συντεταγµένες του µέσου Μ του ΑΒ είναι 2

3 3
,

λβ
λλ

− 
  

.

Λύση

Οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής Α,Β της ευθείας και της παραβολής είναι οι λύσεις

του συστήµατος των εξισώσεων τους.

Έχουµε: ( ) ( )2 2 2 2

2

y x
x 6x x 2 3 x 0

y 6x

= λ +β
⇔ λ +β = ⇔ λ + λβ− +β =

= 
(1)

Η (1) είναι τριώνυµο ως προς x. Οι λύσεις της είναι οι τετµηµένες των Α και Β.

Ζητάµε την τετµηµένη του σηµείου Μ που είναι το ηµιάθροισµα των τετµηµένων των Α και Β.

Σύµφωνα µε τους τύπους του Vieta έχουµε:  A B
M 2 2

x x 3 3
x

2

+ λβ − − λβ= = − =
λ λ

.

Επειδή το Μ ανήκει στην ευθεία y x= λ +β  είναι M M2

3 3
y y

− λβ= λ +β ⇔ =
λλ

Εποµένως  
2

3 3
,

−λβ Μ λλ 
.

Άσκηση 9

Να βρεθεί ο γ. τ. των µέσων των παραλλήλων χορδών της παραβολής 2y 2px= , µε

συντελεστή διεύθυνσης λ

Λύση

Έστω ( ) ( )A A B Bx , y ,B x .yΑ  σηµεία της παραβολής µε A Bx x≠  τα οποία είναι άκρα της

χορδής ΑΒ και ( )M MM x , y το µέσο του ΑΒ. Ισχύει: 
2

A A

2
B B

y 2px

y 2px

=

=

Αφαιρούµε κατά µέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις και έχουµε:



136. Παραβολή

2 2
A B A By y 2px 2px− = − ⇔

( )( ) ( )A B A B A By y y y 2p x x+ − = − ⇔

A B A B
M

A B

y y y y
· p y · p

2 x x

+ −
= ⇔ λ =

−
Εποµένως το µέσο Μ της χορδής κινείται επάνω στην

ευθεία 
p

y =
λ  (η οποία είναι παράλληλη στον άξονα

x΄x).

Επειδή η ευθεία 
p

y =
λ

 τέµνει την παραβολή στο σηµείο µε τετµηµένη 
2λ2

p
x =  (είναι η

λύση του συστήµατος των px2y
2 = και 

λ

p
y = ). Το Μ ανήκει στην ηµιευθεία 

λ

p
y =  µε

22λ

p
x ≥ . Αυτή είναι και ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος.

Άσκηση 10

∆ίνεται η παραβολή 2C :  y 2px=  . Θέτουµε 1x x= κ   και 1y y= κ  , όπου 0κ ≠   . Να

αποδειχθεί ότι το σηµείο ( )1 1x , y   κινείται πάλι σε παραβολή.

Λύση

Έχουµε 
( )

( )

1

1

1 1

x
x  1x x

y y y
y  2

 == κ  κ⇔ = κ  = κ

Όµως ( )
( ) ( ) 2 21 , 2

2 21 1 1
1 1 12

y x y p
x, y C y 2px 2p 2 x y 2p x

k
   ∈ ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = κ   κ κ κ   

Άρα το σηµείο ( )1 1x , y  ανήκει στην παραβολή µε εξίσωση : 2
1C :  y 2p x= κ .

∆.      ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. ∆ίνεται σταθερό σηµείο Α και µία ευθεία ( )ε  , που δεν διέρχεται από το Α. Να αποδεί

   ξετε ότι,  ο γεωµετρικός τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το Α και

   εφάπτονται στην ( )ε  , είναι παραβολή.
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2. ∆ίνεται ο κύκλος 2 2x y 2+ =   και η παραβολή 2y 8x= .

α. Να βρεθούν οι κοινές εφαπτόµενες του κύκλου και της παραβολής

β. Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόµενες αυτές είναι κάθετες.

(Απ.: α. y x 2= +   και y x 2= − − )

3. Ισόπλευρο τρίγωνο ΟΑΒ είναι εγγεγραµµένο στην παραβολή 2y 4px= , µε κορυφή το Ο.

   Να  βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του.

(Απ.: AB :  x 12p= )

4. Να βρεθεί η εφαπτοµένη της παραβολής 2C :  y 6x=  , η οποία είναι παράλληλη στην

    ευθεία  :  x 2y 2002 0ε − + =  .

(Απ.: x 2y 6 0− + = )

5. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής που διέρχεται από το σηµείο ( )2,1Μ .

(Απ.: 
2 1

y x
2

=   ή 2x 4y= )

6. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της παραβολής µε εξίσωση  21
x y

6
=  οι οποίες άγονται από το

   σηµείο ( )A 0,1

(Απ.: x 0=  ή 
3

y x 1
2

= + )

7. ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση  ( )22x y 2 3+ − =  και η παραβολή µε εξίσωση 
21

y x
2

=  .

Να βρείτε τα κοινά τους σηµεία.

(Απ.: ( )A 2,1  και ( )B 2,1− )

8. Να βρείτε την εστία Ε και τη διευθετούσα δ των παρακάτω παραβολών

α.   2y x=

β.  2y 2x= −

(Απ.: α. 
1

E 0,
4

 
  

  και 
1

:  y
4

δ = −  ,β. 
1

E 0,
8

 −  
  και 

1
:  y

8
δ = )

9. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής 2C :  y 4x=   η οποία είναι

     κάθετη στην ευθεία :  y 2x 1ε = − + .

(Απ.: 
1

y x 2
2

= + )
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Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Έστω ΑΒ χορδή της παραβολής µε εξίσωση 2y 2px=  που διέρχεται από την εστία της

p
E ,0

2
 
  

και Γ το σηµείο επαφής της εφαπτοµένης στην παραβολή, που είναι παράλληλη

µε την ΑΒ. ∆είξτε ότι: ( ) ( )AB 4 E= Γ

(Υπ.: Αν ( )0 0Γ x , y , ( )1 1A x , y , και ( )2 2B x , y , τότε:

        ( ) 0
p

EΓ x
2

= +  και ( ) ( ) ( ) 1 2AB EB EA x x p= + = + + . Υπολογίστε τα 0x  και x
1
 και x

2
)


