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7 O κύκλος

Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ    ΓΝΩΣΕΙΣ   ΘΕΩΡΙΑΣ

Η  εξίσωση  2 2x y x y 0+ + Α +Β + Γ =    (1), A, B, Γ R∈

Αν 2 2 4 0Α +Β − Γ > η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλο µε

κέντρο το σηµείο: ,
2 2

Α Β Κ − −  
 και ακτίνα   

2 2 4

2

Α +Β − Γρ = .

Αν 
2 2 4 0Α +Β − Γ =  η (1)  παριστάνει το σηµείο  ,

2 2

Α Β Κ − −  
.

Αν 2 2 4 0Α +Β − Γ <    η εξίσωση  (1)  είναι αδύνατη .

ΚΩΝΙΚΕΣ ΤΟΜΕΣ

Εξίσωση εφαπτοµένης  κύκλου µε κέντρο

Ο(0,0) και ακτίνα ρ στο σηµείο Α(x
1
 ,y

1
):

         2
1 1xx yy+ = ρ

Εξίσωση κύκλου µε κέντρο Ο( 0 , 0 )  και

ακτίνα  ρ :    2 2 2x y+ = ρ

Εξίσωση κύκλου µε κέντρο ( )0 0K x , y  και ακτίνα ρ:

            ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y− + − = ρ
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Βασικά στοιχεία από την Ευκλείδεια Γεωµετρία

Για την επίλυση των ασκήσεων στον κύκλο είναι χρήσιµες οι παρακάτω προτάσεις:

3. Το απόστηµα είναι µεσοκάθετος της χορδής

στην οποία αντιστοιχεί.

5. Οι κοινές  εφαπτόµενες δύο κύκλων τέµ-

νονται πάνω στην ευθεία της διακέ-

ντρου τους.

4. Μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο, αν

και µόνο αν, η απόσταση του κέντρου

του κύκλου από την ευθεία αυτή είναι

ίση µε την ακτίνα του κύκλου.

6. Η διάκεντρος δύο κύκλων, που τέµνονται

είναι µεσοκάθετος της κοινής χορδής τους.

2. Αν δύο κύκλοι εφάπτονται, τότε τα κέ-

ντρα τους και το σηµείο επαφής τους

είναι συνευθειακά σηµεία.

1. Τα εφαπτόµενα τµήµατα από ένασηµείο Ρ

προς έναν κύκλο, είναι ίσα και η διακεντρι-

κή ευθεία διχοτοµεί τη γωνία τους.
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Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Οι σχετικές θέσεις δύο κύκλων (Λ, ρ) και (Κ, R) εξαρτώνται από τη σχέση της διακέ-

ντρου δ (του ευθυγράµµου τµήµατος, που ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων) µε το

άθροισµα ή τη διαφορά των ακτίνων τους. ∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις:

1. Κύκλοι χωρίς κοινά σηµεία

2. Εφαπτόµενοι κύκλοι

7. Όταν ένας κύκλος εφάπτεται σε δύο

παράλληλες ευθείες, τότε το κέντρο του

βρίσκεται στη µεσοπαράλληλο των δύο

ευθειών.

α. Ο κύκλος ( ),Λ ρ   βρίσκεται στο εσωτε-

ρικό του ( )K,R R⇔ δ < −ρ

α. Οι κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά δηλαδή

έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής).

Ο κύκλος (Λ, ρ) βρίσκεται στο εσωτερικό

του κύκλου (Κ, R), αν και µόνον αν δ = R - ρ

β. Οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά δηλαδή

έχουν ένα κοινό σηµείο (σηµείο επαφής)

και ο ένας βρίσκεται στο εξωτερικό του

άλλου, αν και µόνον αν δ = R + ρ.

β. Ο κύκλος ( ),Λ ρ   βρίσκεται στο εξωτερι-

κό του ( )K,R R⇔ δ > +ρ
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Β.                                  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

3. Τεµνόµενοι κύκλοι

Οι κύκλοι τέµνονται δηλαδή έχουν δύο κοινά σηµεία, αν

και µόνον αν R R−ρ < δ < +ρ
Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ που ενώνει τα κοινά σηµεία

των δύο κύκλων, λέγεται κοινή χορδή των κύκλων.

Μνηµονικός κανόνας για την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου

Έστω ότι αναζητούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου  2 2 2x y+ = ρ  στο σηµεί-

ο ( )1 1A x , y . Εργαζόµαστε ως εξής:

α. Γράφουµε την εξίσωση του κύκλου: 2 2 2x y+ = ρ  (1)

β. Επειδή  2x x x= ⋅  και  2y y y= ⋅  η (1) γράφεται: 2x x y y⋅ + ⋅ = ρ

γ. Στο δεύτερο x και y θέτουµε 1x  και 1y  αντίστοιχα οπότε παίρνουµε:

2
1 1x x y y⋅ + ⋅ = ρ , που είναι και η ζητούµενη εξίσωση.

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση κύκλου πρέπει να βρούµε το κέντρο του, έστω

Κ(x
o
, y
o
) και την ακτίνα του έστω R. Τότε η εξίσωση του είναι ( ) ( ) 22

0

2

0
Ryyx-x =−+

Το κέντρο αν δεν δίνεται µπορούµε να το προσδιορίσουµε, αν αναγνωρίσουµε δύο

ευθείες πάνω στις οποίες βρίσκεται. Τοτε το προσδιορίζουµε από τη λύση του συστή-

µατος των εξισώσεων αυτών των ευθειών. Η ακτίνα του κύκλου στη συνέχεια προσ-

διορίζεται ως η απόσταση του κέντρου Κ από ένα σηµείο του κύκλου ή ως η απόστα-

ση του Κ από µια ευθεία που εφάπτεται στον κύκλο.

1. Η µεσοκάθετος κάθε χορ-

δής ενός κύκλου διέρχεται

από το κέντρο του κύκλου.

2. Το σηµείο τοµής των µεσοκα-

θέτων δύο, µη παράλληλων,

χορδών του είναι το κέντρο του

κύκλου.

3.  Η εφαπτοµένη ενός κύκλου

σε ένα σηµείο του είναι

κάθετη στην ακτίνα του

κύκλου που αντιστοιχεί

στο σηµείο αυτό.

Κατηγορία - Mέθοδος   1
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου όταν:

α. Έχει κέντρο Ο(0, 0) και διέρχεται από το σηµείο Α(1, 2)

β. Έχει διάµετρο το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε A(1,3) και B(-3,5).

γ. Έχει κέντρο το σηµείο (-2,1) και διέρχεται από το σηµείο (-2,3).

δ. Έχει κέντρο Λ(4, 2) και εφάπτεται στην ευθεία (ε): 01y4x3 =−+ .

ε. ∆ιέρχεται από τα σηµεία Α(1, 1), Β(0,0) Γ(3,0).

στ. Όταν έχει το κέντρο του πάνω στην ευθεία µε εξίσωση (ε): y = 3x -7 και διέρχεται

  από τα  σηµεία Α (1,1) και Β(2,-1).

Λύση

α. Αφού έχει κέντρο Ο(0, 0) είναι της µορφής 222 ρyx =+ . Το σηµείο Α επαληθεύει την εξίσωση

του κύκλου. Έτσι έχουµε 5ρρ21 2222 =⇔=+ . Οπότε η εξίσωση του κύκλου είναι:

5yx:C 22 =+ .

β. Αφού το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ είναι διάµετρος του κύκλου το µέσο του θα ταυτίζεται

µε το κέντρο του ζητούµενου κύκλου.

Εστω ( )0 0x , yΚ  το µέσο του ΑΒ, τότε:
0

0

1 3x x
1x

22
y y 3 5

y 4
2 2

Α Β

Α Β

−+ = −= =
 + + = = =

Oπότε το κέντρο του κύκλου είναι το σηµείο K(-1, 4).

Η ακτίνα του ζητούµενου κύκλου θα είναι το µισό της διαµέτρου, δηλαδή το µισό της

απόστασης ΑΒ. Άρα η ακτίνα του κύκλου είναι:

( ) ( ) ( )2 21 1 1
1 3 5 3 20 5

2 2 2
ρ = ΑΒ = + + − = = .

Άρα, ο ζητούµενος κύκλος  έχει εξίσωση ( ) ( )2 2
C :  x 1 y 4 5+ + − = .

γ. Όταν γνωρίζουµε το κέντρο του ζητούµενου κύκλου και ένα σηµείο του τότε η µεταξύ τους

απόσταση ισούται µε την ακτίνα του κύκλου, δηλαδή:

( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 3 1 0 2 2ρ = ΛΑ = − + + − = + =
Η ακτίνα του ζητούµενου κύκλου είναι 2 και η εξίσωση του κύ-

κλου είναι:

( ) ( )2 2 2C :  x 2 y 1 2+ + − = .

δ. Η εξίσωση του κύκλου είναι ( ) ( ) 222
ρ2y4x =−+− .

Επειδή εφάπτεται στην (ε) πρέπει: ( )d Α,ε ρ= .

Έτσι: 
2 2

3·4 4·2 1 19

53 4

+ −
=ρ⇔ρ=

+
.   Άρα ( ) ( )

2
2 2 19

C: x-4 y 2
5

 + − =   
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ε. α΄ τρόπος

Οι µεσοκάθετοι των χορδών ΑΒ και ΒΓ τέµνονται στο κέντρο

του κύκλου.  Βρίσκουµε αυτές τις µεσοκαθέτους (δ), (ε).

Έστω Μ µέσο του ΑΒ. Τότε 
1 1

M ,
2 2

 
  

Επειδή 
AB 1 1δλ = ειναι λ = −

Άρα 
1 1 1 1

: y 1 x - y x x y 1
2 2 2 2

 δ − = − ⇔ − = − + ⇔ + =  

Έστω Ν µέσο ΒΓ. Τότε 
3

,0
2

 Ν  
 και επειδή x΄x)ε( ⊥  είναι:  

2

3
x =

Λύνουµε το σύστηµα των εξισώσεων των (δ), (ε) για να βρούµε το κέντρο του κύκλου.

3 1
x y 1 y 1 y

3 12 2 K ,3
3 3 2 2x

x x2
2 2

 + = = − = −      ⇔ ⇔ Αρα −    =    = =   

Επιπλέον έχουµε 

2 2
3 1 5

R KB
2 2 2

−   = = + =      

Εποµένως η εξίσωση του ζητούµενου κύκλου είναι: 
2

5

2

1
y

2

3
-x:C

22

=




 ++







 β΄ τρόπος

Η εξίσωση του κύκλου είναι ( ) ( ) 22

o

2

o
Ryyxx =−+− (1).

Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες των τριών σηµείων στην (1) διαδοχικά. Προκύπτει

έτσι ένα σύστηµα 3x3 (τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους x
o
, y

o
, R).

( ) ( )2 2
2

0 01 x 1 y R− + − =       (2)

( ) ( )2 2
2

0 00 x 0 y R− + − =      (3)

( ) ( )2 2 2
0 03 x 0 y R− + − =     (4)

Από την (4) έχουµε  
(3)

2 2 2
0 0 09 6x x y R− + + = ⇔ 0 0 0

9 3
6x 9 0 x x

6 2
− = ⇔ = ⇔ =
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Αντικαθιστούµε το x
o
 στις (2) και (4) και έχουµε:   

( )
2

2 2
0

2
2 2

0

3
1 1 y R

2

3
y R

2

 − + − =  

  + =  

Αφαιρούµε κατά µέλη και έχουµε:

2 2
0 0 0

1 9
1 2y y y 0

4 4
+ − + − − = 0 0

1 9
1 1 14 4y y
2 2 2

+ −
⇔ = = − ⇔ = −

Αντικαθιστούµε τα x
0
, y

0
 στην (4) και βρίσκουµε το R.

2 2
2 2 23 1 9 1 10 5

R R R
2 2 4 4 4 2

   + − = ⇔ = + = ⇔ =      
Εποµένως ο ζητούµενος κύκλος έχει εξίσωση:

2 2
3 1 5

x- y
2 2 2

   + + =      

στ. Το κέντρο Κ(α,β) του ζητούµενου κύκλου είναι το σηµείο τοµής της (ε) και της µεσοκάθε-

της (η) στο ΑΒ. Η ακτίνα του είναι: 2 2R ( 1) ( 1)= α − + β− (1)

Μέσο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι το σηµείο: 
3

,0
2

 Μ  
.

Ο συντελεστής διεύθυνσης της ΑΒ είναι :
1 1

2
1 2ΑΒ
+λ = = −
−

,

οπότε ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας

 (η): 
1

2ηλ =  (αφού ( )η ⊥ ΑΒ ).

Από την ευθεία (η) γνωρίζουµε το σηµείο Μ και το συντελεστή διεύθυνσης λ
η
. Οπότε η

εξίσωση της (η) είναι η: 
1 3

y x
2 2
 = −  

 (2)

Η εξίσωση της (ε) είναι ε: y 3x 7= −       (3)

Από τη λύση του συστήµατος των (2) και (3) βρίσκουµε: 
5

x
2

=  και 
1

y
2

= .

Άρα είναι  
5 1 9 1 5

K , R
2 2 4 4 2

  και = + =  
  ( λόγω της (1) ) .

και η εξίσωση του κύκλου είναι: 

2 25 1 5
x y

2 2 2
   − + − =      

 .
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Παράδειγµα 2

Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος εφάπτεται στην ευθεία 05yx:ε =−+  στο

σηµείο της Α(6, -1) και διέρχεται από το σηµείο Β(6, 1).

Λύση

Θα βρούµε το κέντρο του κύκλου ως σηµείο τοµής δύο ευθειών.

Της κάθετης στην εφαπτοµένη ,έστω δ ,στο σηµείο Α και της

µεσοκάθετης (η) της χορδής ΑΒ.

Είναι  1 1
δ⊥ε

ε δλ = − ⇔λ = . Εποµένως δ:  7yx6x1y =−⇔−=+ .

Θα βρούµε τώρα τη µεσοκάθετο (η) του ευθύγραµµου τµήµατος

ΑΒ.Έστω Μ µέσο ΑΒ τότε ( )M 6,0 .

Παρατηρούµε ότι ΑΒ // y΄y, εποµένως η µεσοκάθετος (η) της ΑΒ, είναι παράλληλη στον

x΄x. Αφού διέρχεται από το σηµείο Μ(6, 0) έχει εξίσωση y = 0 (είναι ο άξονας x΄x).

Λύνουµε το σύστηµα των (δ) και (η):    
x y 7 x 7

y 0 y 0

− = =
⇔= =

 .   Εποµένως ( )K 7,0

Η ακτίνα R είναι ίση µε ( ) ( ) ( ) 21067KAR
22 =++−== .

Άρα η εξίσωση του ζητούµενου κύκλου είναι ( )2 2x-7 y 2+ = .

Για να προσδιορίσουµε την εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου µε εξίσωση: 222 ρyx =+
1ος τρόπος

Γράφουµε την εξίσωση της εφαπτοµένης στο τυχαίο σηµείο του κύκλου έστω ( )
11

y,x

που είναι: 2

11
ρyyxx =+    (1)

Για να προσδιορίσουµε τα ( )
11

y,x  (αν δεν δίνονται) πρέπει να φτιάξουµε σύστηµα

δύο εξισώσεων µε αγνώστους 1 1x , y . Η µια εξίσωση είναι πάντοτε 22

1

2

1
ρy x:η =+

αφού το σηµείο ( )
11

y,x  είναι το σηµείο επαφής και η δεύτερη προκύπτει εύκολα από

τα δεδοµένα της άσκησης.

2ος τρόπος

Υποθέτουµε ότι η εφαπτοµένη έχει εξίσωση ( ) βλxy:ε +=  και χρησιµοποιούµε τη

σχέση ( ) ,ρεO,d = όπου ( )0,0Ο  και ρ η ακτίνα του κύκλου. Παίρνουµε έτσι µια εξίσω-

ση µε αγνώστους τα λ, β. (Συχνά ο συντελεστής λ προσδιορίζεται εύκολα από τα

δεδοµένα της άσκησης και έτσι από της παραπάνω εξίσωση προσδιορίζουµε το β.

Κατηγορία - Mέθοδος   2
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου 2 2x y 4+ =  αν :

α. Το σηµείο επαφής είναι το ( )A 1, 3 .

β. Είναι παράλληλη στην ευθεία ε: 2xy +−= .

γ. Είναι κάθετη στην ευθεία ζ: 
1

y x 1
2

= + .

δ. ∆ιέρχεται από το σηµείο Β(0, 4).

Λύση
α. Αφού µας δίνεται το σηµείο επαφής, έχουµε 1·x 3·y 4 x 3 y 4+ = ⇔ + = .

1ος τρόπος

β. Έστω ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής. Η εφαπτοµένη του κύκλου

στο Α έχει εξίσωση 1 1xx yy 4+ =  εποµένως έχει συντελεστή

διεύθυνσης 1

1

x

yεφλ = − . Επειδή είναι παράλληλη στην (ε) θα

είναι 1λλ εεφ −== . Άρα 11

1

1 yx1
y

x
=⇔−=−  (1)

Το σηµείο ( )
11

y,xA  ανήκει στο κύκλο, δηλαδή  ισχύει  4yx
2

1

2

1
=+ (2)

Από τις (1) και (2)  έχουµε 2 2
1 1 12x 4 x 2 x 2= ⇔ = ⇔ = ±   και 1y 2= ±

Άρα ( )A 2, 2  και ( )A´ 2, 2− −  οπότε :

Α
εφ : 2 x 2 y 4+ =   και  

Α΄
εφ : 2 x 2 y 4− − = .

2ος τρόπος

Η ζητούµενη εφαπτοµένη είναι της µορφής: ( )y -x β x y-β=0 1= + ⇔ + . Εφάπτεται η

(1) στον κύκλο, αν και µόνο αν:

( )( )
2 2

0 0
d O, 1 2 2 2 2 2 2

1 1

+ −β
= ⇔ = ⇔ β = ⇔ β = ±

+
.

οπότε υπάρχουν δύο εφαπτόµενες του κύκλου παράλληλες προς την (ε) , οι ευθείες:

022yxκαι022-yx =++=+

γ. Έστω ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής. Όπως και στο προηγούµενο ερώτηµα έχουµε

1

1

x

yεφλ = − . Επειδή η εφαπτοµένη είναι κάθετη στη (ζ) έχουµε: · 1εφ ζλ λ = −

Είναι 
1

2ζλ = , εποµένως 2εφλ = − . Άρα 
11

1

1 y2x2
y

x
=⇔−=

−
   (1)

Αφού το Α ανήκει στον κύκλο ισχύει: 4yx
2

1

2

1
=+    (2)
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Από (1), (2) έχουµε 2 2 2 2
1 1 1 1

4
4y y 4 5y 4 y

5
+ = ⇔ = ⇔ = 1

2 2 2
y

55
⇔ = =

ή 1

2 2 5
y

55
= − = −  τότε είναι αντίστοιχα και 1

4 4 5
x

55
= =  ή 1

4 4 5
x

55

− −= = .

Οπότε υπάρχουν δύο σηµεία επαφής και επειδή 
11

y,x οµόσηµοι λόγω της (1) είναι τα:

4 5 2 5
A ,

5 5

 
   

      και      
4 5 2 5

A΄ ,
5 5

 
− −   

Οι  εξισωσεις  των εφαπτοµένων σ’αυτά τα σηµεία είναι:

4 5 2 5
x y 4

5 5
+ =       και         

4 5 2 5
x y 4

5 5

− − = .

δ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι 1 1xx yy 4+ = , όπου ( )
11

y,xA  το σηµείο επαφής.

Αφού διέρχεται από το ( ) :ειύισχ4,0B  1 1 10·x 4y 4 y 1+ = ⇔ = (1)

Επειδή το Α ανήκει στον κύκλο, ισχύει: 
2 2
1 1x y 4+ = (2)

Από (1), (2)  έχουµε
2

1 1x 3 x 3= ⇔ =  ή 1x 3= − . Άρα υπάρχουν δύο σηµεία επαφής

τα  ( )A 3,1  και ( )A 3,1−  οι εξισώσεις των εφαπτοµένων σ’αυτά είναι :

3 x y 4+ =   και   3 x y 4− + =  αντίστοιχα.

Πως βρίσκουµε την εξίσωση εφαπτοµένης κύκλου, όταν το κέντρο του είναι το

( ) ( )0,0y,xΚ
00
≠  σε γνωστό σηµείο του έστω ( )

11
y,x

1ος τρόπος

Θεωρούµε τυχαίο σηµείο ( )y,xM  της εφαπτοµένης.

Τότε επειδή KA AM⊥
���� �����

 , ( )1 0 1 0KA x x , y y= − −
����

 και

 ( )1 1AM x x , y y= − −
�����

 έχουµε:

 ( )( ) ( )( )1 1 0 1 1 0KA·AM 0 x x x x y y y y 0= ⇔ − − + − − =
���� �����

 που

είναι η ζητούµενη εξίσωση της εφαπτοµένης.

2ος τρόπος

Επειδή γνωρίζουµε τα σηµεία ( )
11

y,xA  και ( )
00

y,xK  γνωρίζουµε το συντελεστή

διεύθυνσης της ΑΚ άρα και της εφαπτοµένης, (αφού είναι κάθετη στην ΑΚ). Έτσι η

εξίσωση της εφαπτοµένης είναι: ( )1 AM 1y y x x− = λ − .Αν δεν ορίζεται ο συντελε-

στής διεύθυνσης της ΑΚ η εφαπτοµένη έχει εξίσωση : y = y
1
.
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης

α. του κύκλου ( ) ( ) 252y1x
22 =++−  στο σηµείο του Α(4, 2)

β. του κύκλου 01y6x4yx 22 =+−++  στο σηµείο του ( )A 1, 3 3+

Λύση

α. α΄ τρόπος

Έστω Μ(x,y) τυχαίο σηµείο της εφαπτοµένης. Είναι AKMA ⊥  οπότε

4 3

3 4ΑΚ ΜΑλ = ⇔ λ = −

Γνωρίζουµε ένα σηµείο της εφαπτοµένης και το συντελεστή διε-

ύθυνσης αυτής, εποµένως η εξίσωση της είναι:

 ( )4x
4

3
-2-y −= 20y4x3 =+⇔ .

β΄ τρόπος

Για το σηµείο Μ(x, y) της εφαπτοµένης έχουµε:

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

KA·AM 0 4 1 · x 4 2 2 y 2 0

3 x 4 4 y 2 0 3x 4y 20

= ⇔ − − + − − − = ⇔

⇔ − + − = ⇔ + =

���� �����

που είναι η ζητούµενη εξίσωση.

β. Ο κύκλος έχει κέντρο Κ(-2, 3) οπότε

3
3

3

ΑΜ⊥ΑΚ

ΑΚ ΑΜλ = ⇔ λ = −

Εποµένως η εφαπτοµένη έχει εξίσωση :

( ) ( )y 3 3 3 x 1− + = − −

Για να δείξουµε ότι δοσµένη ευθεία εφάπτεται σε κύκλο, δείχνουµε ότι η απόσταση

του κέντρου του κύκλου από αυτήν την ευθεία, ισούται µε την ακτίνα. Με τη βοήθ-

εια της απόστασης του κέντρου από την ευθεία προσδιορίζουµε και τη σχετική θέση

ευθείας και κύκλου.

Συγκεκριµένα ισχύουν:
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τη σχετική θέση του κύκλου ( )2 2x 1 y 9+ + = και της ευθείας ( ) 03-y-x2:ε = .

Λύση

Το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(-1, 0) και η ακτίνα του R = 3. Οπότε

( )( ) ( ) ( )
2

2· 1 1 0 3 5
d K, 5 3 R

52 1

− + − ⋅ − −
ε = = = < =

+
Άρα  η ευθεία και ο κύκλος τέµνονται σε δύο σηµεία.

Παράδειγµα 2

Να δείξετε ότι η ευθεία ( ) xy:ε =  εφάπτεται στον κύκλο 08x8yx 22 =+−+
Λύση

Το κέντρο του κύκλου είναι το Κ(4, 0) και η ακτίνα του 
64 32

R 2 2
2

−= = .

Είναι ( ) 4 0 4 4 2
d K,ε 2 2 R

22 2

−
= = = = =

∆ηλαδή ( ) Rε,Kd = , εποµένως η ευθεία (ε) εφάπτεται στον κύκλο.

• αν ( ) Rε,Kd >  η ευθεία είναι

εξωτερική του κύκλου και δεν

έχουν κανένα κοινό σηµείο.

• αν ( ) Rε,Kd =  η ευθεία

εφάπτεται στον κύκλο.

• αν ( ) Rε,Kd <  η ευθεία

τέµνει τον κύκλο σε δύο

σηµεία.

• Όταν ένας κύκλος κέ-

ντρου ( )0 0K x , y  και ακτί-

νας R εφάπτεται στον άξο-

να  x΄x ισχύει 0y R=

• Όταν ένας κύκλος κέντρου

( )0 0K x , y  και ακτίνας R εφάπ-

τεται στον άξονα y΄y ισχύει

0x R=

• Όταν ένας κύκλος κέντρου

( )0 0K x , y και ακτίνας R ε-

φάπτεται και στους δύο άξο-

νες τότε 0 0x y R= =
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Παράδειγµα 1

Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων C
1
  και  C

2
 σε καθεµία απο τις :

α. ( ) ( ) 41y2x:Cκαι9yx:C
22

2

22

1
=−++=+

β. ( ) ( )2 22 2
1 2C : x 3 y 4 C : x y 6 1+ + = και + + =

Λύση

α. Ο C
1
 έχει κέντρο ( )0,0K

1
 και ακτίνα 3R

1
=  και ο

C
2
  έχει κέντρο ( )1,2K

2
−  και ακτίνα 2R

2
= .

Η απόσταση των δύο κέντρων είναι

( ) 5KKd
21

= . Οπότε

2121
RRdRR +<<−

δηλαδή οι κύκλοι τέµνονται σε δύο σηµεία.

β. Είναι ( ) ( )1 1 2 2K 3,0 R 2, K 0, 6 R 1− = − =
( βλέπε σχήµα )

Εποµένως ( )1 2d K K 9 36 45= + =  και

3RR
21
=+ . Οπότε 1 2d R R> +  και οι κύκλοι δεν έχουν κοινά σηµεία (είναι ξένοι  µετα-

ξύ τους) .

Παράδειγµα 1

Θεωρούµε έναν πληθυσµό απο 1999 µυρµήγκια. Κάθε µυρµήγκι χαρακτηρίζεται από

έναν αριθµό n = 1, 2, 3, ......., 1999 και κινείται επάνω στο καρτεσιανό επίπεδο Οxy

διαγράφοντας µια τροχιά µε εξίσωση: ( ) ( )1yxn2y1x 22 −+=+− (1)

Για να βρούµε τη σχετική θέση δύο κύκλων συγκρίνουµε το µήκος της διακέ-

ντρου µε το άθροισµα ή τη διαφορά των ακτινών τους. Στη σελίδα 99 αναφέρο-

νται οι διάφορες περιπτώσεις.

Κατηγορία - Mέθοδος   5

Παραµετρική εξίσωση κύκλου.

Για να δείξουµε ότι µια “οικογένεια” κύκλων διέρχεται από το ίδιο σηµείο µετα-

τρέπουµε την εξίσωση σε πολυώνυµο ως προς την παράµετρο και εξισώνουµε

τους συντελεστές µε το µηδέν.
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Να δείξετε ότι:

α. Η τροχιά κάθε µυρµηγκιού είναι κύκλος και να βρεθούν οι συντεταγµένες του

κέντρου του

β. Κατά την κίνηση τους όλα τα µυρµήγκια διέρχονται από ένα σταθερό σηµείο Α

(που είναι η φωλιά τους). Ποιες είναι οι συντεταγµένες του σηµείου Α;

γ. Οι τροχιές όλων των µυρµηγκιών  εφάπτονται της ευθείας 01-yx:ε =+  στο ση-

µείο Α.

(Θέµα Πανελληνίων).

Λύση

α. Μετασχηµατίζουµε τη σχέση (1).

(1) 2 2x 2x 1 y 2nx 2ny 2n⇔ − + + = + − ⇔ ⇔=++−−−+ 01n2ny2nx2x2yx 22

( ) ( ) 01n2yn2n22xyx 22 =++−+−−++

Η τελευταία σχέση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + +Γ =  η οποία παριστάνει κύκλο

όταν 0Γ4ΒΑ 22 >−+ . Έχουµε ( ) ( ) ( )=+−−+−−=−+ 1n24n2n22Γ4ΒΑ
2222

0n84n8n4n4n84 222 >=−−+++

Εποµένως η (1) παριστάνει κύκλο µε κέντρο 




 −−

2

B
,

2

A
K  δηλαδή ( )n,n1K +  και ακτίνα

2

Γ4BA
R

22 −+
=  δηλαδή 

28n
R 2 n

2
= = (2)

β. Η (1) παριστάνει 1999 κύκλους αφού n = 1, 2, ..., 1999 και θέλουµε να δείξουµε ότι όλοι

διέρχονται από το ίδιο σηµείο.

i. Μετασχηµατίζουµε την  (1) σε πολυώνυµο ως προς την παράµετρο.

Έχουµε ( ) ( ) 0y1x1yxn2)1( 22 =−−−−+⇔

ii. Εξισώνουµε τους συντελεστές µε το 0 και υπολογίζουµε τα x, y:

( )
0y,1x

0y1x

και

01yx

22

==⇔








=+−

=−+

Άρα η εξίσωση (1) παριστάνει κύκλους που διέρχονται όλοι από το Α(1, 0) για κάθε τιµή

του n.

γ.  Για να δείξουµε ότι η ευθεία (ε) εφάπτεται σε όλους τους κύκλους, αρκεί να δείξουµε

ότι το κέντρο οποιουδήποτε κύκλου απέχει από την ευθεία απόσταση ίση µε την ακτίνα
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του κύκλου, δηλαδή d(K, ) Rε =  . Αλλά ( ) 1 n n 1 2n
d K, 2 n

2 2

+ + −
ε = = =

και n2R = (λόγω της (2))

Εποµένως όλοι οι κύκλοι που παριστάνει η (1) εφάπτονται στην ευθεία 01yx =−+ .

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που εφάπτεται στον κύκλο 
2 2x + y = 1  και διέρχεται

από το σηµείο )A(1, 3  .

Λύση

Έστω ( ) : y x kε = λ +  η ζητούµενη ευθεία, τότε επειδή το A ( )∈ ε , θα ισχύει: 3 k= λ +    (1)

Πρέπει: 2 2

2

0 0 k
d(O, ) 1 1 k 1

1

λ ⋅ − +
ε = ⇔ = ⇔ = + λ

λ +
( 2)

 Η (2) γράφεται, (λόγω της (1)):

2 2 3
( 3 ) 1 2 3 2

3
−λ = λ + ⇔ − ⋅λ = − ⇔ λ =

Τότε είναι:
3 2 3

k 3
3 3

= − = , οπότε η εφαπτοµένη του κύκλου είναι η:

3 2 3
y x

3 3
= +

Η κάθετη ευθεία (η): x = 1 που διέρχεται από το Α και δεν περιγράφεται από την εξίσωση

Πώς βρίσκουµε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων ενός κύκλου (c) µε κέντρο

Κ (x
0
, y

0
) και  ακτίνα ρ που διέρχονται από σηµείο Ρ ( x

1 
, y

1  
)

Γράφουµε  τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το σηµείο Ρ(x
1
, y

1 
) που

είναι: 1 1y - y (x - x ), R= λ λ∈  ( ε )   και   1x x=  ( κ )

Πρώτον  εξετάζουµε αν η 1x = x  εφάπτεται στον κύκλο (c), δηλαδή αν το σύστηµα των

(c) και ( κ ) έχει διπλή λύση.

∆εύτερον απαιτούµε οι ευθείες (ε) να εφάπτονται στον (c), δηλαδή να ισχύει: d (K, ε)=ρ

(απόσταση του κέντρου Κ από την  ευθεία (ε)), οπότε προσδιορίζουµε το λ,και εποµένως

τις εφαπτόµενες (ε)).
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y = λx + k πρέπει να εξετάζεται, µήπως είναι εφαπτοµένη του κύκλου. Εδώ προφανώς η

ευθεία x = 1 είναι εφαπτοµένη, αφού η απόσταση του κέντρου του κύκλου από αυτήν ισούται

µε την ακτίνα του κύκλου.

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εφαπτοµένη του κύκλου 2 2x + y = 1 , που διέρχεται από το σηµείο )A(1, 3 .

Λύση

Για το σηµείο επαφής Β (x
0
, y

0
) ισχύει: 2 2

0 0x y 1+ =    (1)

Είναι  ( )
00

y,xKB =
→

 και ( )3y,1xAB
00
−−=

→

Επειδή 0ABKBABKB =⋅⇔⊥
→→→→ ( ) ( ) 03yy1xx

0000
=−⋅+−⋅⇔

2 2
0 0 0 0x y x 3 y 0⇔ + − − = ⇔ 0 0x y 3 1+ = (2)   ( 2 2

0 0x y 1+ =   ).

Με αντικατάσταση του 0x  από την (1) στην (2) παίρνουµε:

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0(1 y 3) y 1 4y 2 3 y 0 2y (2y 3) 0 y 0− + = ⇔ − = ⇔ − = ⇔ =  ή  0

3
y

2
= .

Για 0y 0=  είναι 0x 1=  και για 0
3

y
2

=  είναι 0
1

x
2

= −  .

Έχουµε εποµένως δύο σηµεία επαφής, τα: Β (1, 0)  και 
1 3

B ,
2 2

 
′ −   

.

Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόµενες που έχουν εξισώσεις:

AB :x 1=  και 

3
3

2AB :y 3 (x 1)
1

1
2

−
′ − = − ⇔

− −
3y 3x 2 3 3x 3y 2 3 0= + ⇔ − + = .

Ένας άλλος τρόπος για να προσδιορίσουµε την εξίσωση

εφαπτοµένης κύκλου, που διέρχεται από γνωστό σηµείο

Α (x
1
, y

1
) είναι ο εξής:

Προσδιορίζουµε το σηµείο επαφής Β (x
0
, y

0
) και στη συνέχεια

γράφουµε την εξίσωση της ΑΒ. Για να προσδιορίσουµε τα x
0
,

y
0
 χρειαζόµαστε δύο εξισώσεις. Η πρώτη προκύπτει αµέσως,

αφού το Β ανήκει στον κύκλο (c), άρα τα x
0 
,y

0 
 επαληθεύουν

την εξίσωση του κύκλου (c). Η δεύτερη εξίσωση προκύπτει

από τη σχέση:

→ →
⋅KB AB = 0 , αφού είναι 

→ →
KB AB⊥ .
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1

∆ίνεται ο κύκλος C: x2 + y2 - 4x + 1 = 0. Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης λ της

ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων έτσι ώστε η ευθεία ε να τέµνει τον

κύκλο.

Λύση

Επειδή η ευθεία ε διέρχεται από την αρχή των αξόνων θα είναι της µορφής

:  y x x y 0ε = λ ⇔ λ − =
Έχουµε:

 ( ) ( ) ( )222 2 2 2 2x y 4x 1 0 x 4x 4 y 3 x 2 y 3+ − + = ⇔ − + + = ⇔ − + = .

Άρα το κέντρο του κύκλου C είναι το  ( )2,0Κ   και η ακτίνα του 3ρ = .

Για να τέµνει η ευθεία τον κύκλο θα πρέπει η απόσταση του κέντρου του κύκλου από την

ευθεία να είναι µικρότερη από την ακτίνα ρ.

∆ηλαδή: ( )
2

2 2 2
22

2 0 4
d K, 3 3 4 3 3 3

11

3 3 3

λ − λε < ρ⇔ < ⇔ < ⇔ λ < λ + ⇔ λ < ⇔
λ +λ +

⇔ λ < ⇔ − < λ <

Άρα οι ζητούµενες τιµές για το λ είναι 3 3− < λ < .

Άσκηση 2

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο την αρχή των αξόνων που εφάπτεται στην

ευθεία ε: x + y = 1.

Λύση

Ο κύκλος έχει κέντρο του την αρχή των αξόνων,οπότε θα είναι της µορφής : 2 2 2x y+ = ρ .

Για να εφάπτεται η ευθεία ε στον κύκλο  πρέπει η απόσταση του κέντρου Ο του κύκλου από

την ευθεία να είναι ίση µε την ακτίνα του κύκλου. ∆ηλαδή:

( )
2 2

0 0 1 1 2
d O,

221 1

+ −
ε = ρ⇔ = ρ⇔ ρ = ⇔ ρ =

+
.

Άρα η ζητούµενη εξίσωση του κύκλου είναι 
2 2 1

x y
2

+ = .

Άσκηση 3

Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής χορδής των κύκλων ( ) ( )2 2

AC :  x 1 y 3 4− + − =  και

( ) ( )2 2

BC :  x 2 y 1 2− + − =  .

Λύση

Έστω  ( )M x, y  ένα κοινό σηµείο των  κύκλων µε εξίσωση AC  και BC . Αφού το Μ είναι
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κοινό σηµείο των δύο κύκλων ,είναι προφανές ότι  οι συντεταγµένες του θα επαληθεύουν

τις εξισώσεις και των δύο κύκλων. ∆ηλαδή :

( ) ( )2 2
x 1 y 3 4− + − =   και  ( ) ( )2 2

x 2 y 1 2− + − =
Με αφαίρεση κατά µέλη των δύο σχέσεων προκύπτει:

( )2 2 2 2

2 2 2 2

x 2x 1 y 6y 9 x 4x 4 y 2y 1 4 2

x 2x 1 y 6y 9 x 4x 4 y 2y 1 4 2

2x 4y 5 2 2x 4y 3 0

− + + − + − − + + − + = − ⇔

⇔ − + + − + − + − − + − = − ⇔
⇔ − + = ⇔ − + =

Η σχέση όµως στην οποία καταλήξαµε παριστάνει ευθεία και επιπλέον επαληθεύεται από

τις συντεταγµένες των κοινών σηµείων των δύο κύκλων. Άρα η ζητούµενη εξίσωση της

κοινής χορδής των δύο κύκλων είναι η ευθεία 2x 4y 3 0− + = .

Άσκηση 4

Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του παρακάτω κύκλου: 2 2C :  x y 4x 6y 12 0+ − + + = .

Λύση

Θα λύσουµε την άσκηση µε δύο τρόπους:

α΄ τρόπος: (µε εφαρµογή των σχετικών τύπων)

Η εξίσωση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + + Γ =  , Α, Β, Γ R∈

Άρα παριστάνει κύκλο µε κέντρο ,
2 2

Α Β Κ − −  
, δηλαδή  ( )2, 3Κ −  και ακτίνα

2 2 4

2

Α +Β − Γρ =  δηλαδή 1ρ = .

β΄ τρόπος: (µε συµπλήρωση τετραγώνων)

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

x y 4x 6y 12 0 x 4x y 6y 12

x 2 2x 2 y 2 3y 3 12 2 3

x 2 y 3 1

+ − + + = ⇔ − + + = − ⇔

− ⋅ + + + ⋅ + = − + + ⇔

⇔ − + + =

Άρα παριστάνει κύκλο µε κέντρο ( )K 2, 3−   και ακτίνα 1ρ =  .

 Άσκηση 5

∆είξτε ότι ο κύκλος 2 2
1(c ) : x + y - 2x - 4y - 4 = 0  εφάπτεται εξωτερικά του κύκλου

2 2
2(c ) : x + y - 8x -12y + 48 = 0  και βρείτε το σηµείο επαφής.

Λύση

Ο κύκλος (c
1
) έχει κέντρο Κ (1, 2) και ακτίνα ρ

1
 = 3. Ο κύκλος (c

2
) έχει κέντρο Λ (4, 6) και

ακτίνα ρ
2
 = 2.



117.Ο  Κύκλος

Είναι  2 2(4 1) (6 2) 25 5ΚΛ = − + − = =
����

 και 1 2 2 3 5ρ +ρ = + = , δηλαδή  1 2KΛ = ρ +ρ
����

που σηµαίνει ότι οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά.

Οι συντεταγµένες του σηµείου επαφής, έστω Α, προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος:

2 2

2 2

x y 2x 4y 4 0 (1)

x y 8x 12y 48 0 (2)

 + − − − =


+ − − + =

Με αφαίρεση κατά µέλη των (1), (2) παίρνουµε: 6x 8y 52 0 3x 4y 26 0+ − = ⇔ + − =    (3)

Η  ευθεία µε εξίσωση 3x + 4y - 26 = 0 είναι η κοινή εφαπτοµένη των δύο κύκλων.

Είναι
3x 26

y
4

− += , οπότε από την (1) έχουµε:

2 2
2 3x 26 3x 26 14 14

x 2x 4 4 0 x 0 x
4 4 5 5

− + − +     + − − − = ⇔ − = ⇔ =          
.

Για 
5

14
x = προκύπτει  

22
y

5
= . Άρα το σηµείο επαφής είναι το 

14 22
A ,

5 5
 
  

 .

Άσκηση 6

∆ίνεται ο κύκλος C µε κέντρο ( )0 0K x , y  και ακτίνα R. Έστω ( )1 1A x , y  σηµείο του

κύκλου. Να δείξετε, ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης του κύκλου σε σηµείο του Α είναι:

( )( ) ( )( ) 2
0 1 0 0 1 0x x x x y y y y R− − + − − =

Λύση

Έστω (ε) η εφαπτοµένη στο Α και ( )M x, y  τυχαίο σηµείο της.

Είναι ( )1 0 1 0KA x x , y y= − −
����

 και ( )1 1AM x x , y y= − −
�����

Επειδή KA AM⊥
���� �����

 ισχύει: KA·AM 0= ⇔
���� �����

( )( ) ( )( )1 1 0 1 1 0x x x x y y y y 0⇔ − − + − − =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 0 1 0 1 0x x x x x x y y y y y y 0   ⇔ − − − − + − − − − =   
(προσθέσαµε και αφαιρέσαµε στην πρώτη παρένθεση το x

0
 και στην τρίτη παρένθεση το y

0
).

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
0 1 0 1 0 0 1 0 1 0x x x x x x y y y y y y 0⇔ − − − − + − − − − =

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0x x x x y y y y x x y y⇔ − − + − − = − + − (1).

O κύκλος C έχει εξίσωση ( ) ( )2 2 2
0 0x x y y R− + − = .

Επειδή το Α είναι σηµείο του κύκλου, οι συντεταγµένες του επαληθεύουν την εξίσωση του.

Έτσι    ( ) ( )2 2 2
1 0 1 0x x y y R− + − = (3)
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Η (2) µε βάση την (3) γράφεται:

( )( ) ( )( ) 2
0 1 0 0 1 0x x x x y y y y R− − + − − = , που είναι η εξίσωση της εφαπτοµένης του κύ-

κλου στο σηµείο του ( )1 1A x , y .

Άσκηση 7

Με πλευρές τις κάθετες πλευρές ορθογωνίου τριγώνου, κατασκευάζουµε έξω από αυτό

τα τετράγωνα ΑΒ∆Ε και ΑΓΖΗ. Να δείξετε ότι:

α. Τα σηµεία Α, ∆, Ζ είναι συνευθειακά

β. Ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται από το µέσον της ∆Ζ.

Λύση

Όταν έχουµε ένα γεωµετρικό πρόβληµα στο οποίο δε µας δίνονται συντεταγµένες σηµεί-

ων, ούτε εξισώσεις ευθειών ή άλλων γραµµών, συνηθίζουµε να εργαζόµαστε ως εξής:

Ι. Εκλέγουµε σύστηµα αξόνων θεωρώντας ως αρχή ένα σηµείο του σχήµατος µας.

ΙΙ. Θέτουµε συντεταγµένες στα σηµεία του σχήµατος

ΙΙΙ. Τα δεδοµένα της άσκησης καθώς και τα ζητούµενα τα εκράζουµε συναρτήσει αυτών

των συντεταγµένων.

Έτσι στο συγκεκριµένο πρόβληµα επιλέγουµε οι άξονες

να περιέχουν τις πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου και η

αρχή των αξόνων να είναι η κορυφή Α. (όπως στο σχή-

µα).

Στο σηµείο Γδίνουµε συντεταγµένες (γ, 0), αφού ανήκει

στον άξονα x΄x. ∆εδοµένου ότι το ΑΓΖΗ είναι τετράγω-

νο, τα σηµεία Ζ και Η έχουν συντεταγµένες (γ, -γ) και

 (0, -γ) αντίστοιχα.

Με την ίδια λογική εργαζόµενοι, δίνουµε συντεταγµένες και

στα σηµεία Β, ∆, Ε και έχουµε ( )B 0,β , ( ),0Ε −β  και

( ),∆ −β β .

α. Τα σηµεία Ζ και ∆ ανήκουν στην ευθεία y x= −  (αφού επαληθεύουν την εξίσωσή της).

Αυτή ως γνωστόν διέρχεται από την αρχή Α των αξόνων. Εποµένως τα σηµεία Ζ, Α και

∆ είναι συνευθειακά.

β. Το Κ είναι µέσον του ∆Ζ, εποµένως έχει συντεταγµένες ,
2 2

γ −β β− γ 
  

.

Ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ έχει κέντρο Λ το µέσο της υποτείνουσας

ΒΓ (αφού η γωνία Α είναι ορθή και είναι εγγεγραµµένη στον κύκλο, γνωρίζουµε ότι

βαίνει σε ηµικύκλιο).

Έχουµε ,
2 2

γ β Λ  
.

Η ακτίνα του κύκλου αυτού είναι 
( ) 2 2

R
2 2

ΒΓ β + γ
= = .
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Εποµένως η εξίσωση του κύκλου είναι:

2 2 2 2

C : x y
2 2 4

γ β β + γ   − + − =      
Θα εξετάσουµε αν το µέσον της ∆Ζ, το Κ, επαληθεύει την εξίσωση του κύκλου.

Έχουµε: 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4 4 4 4

γ −β γ β− γ β β + γ β γ β + γ   − + − = ⇔ + =      
 που ισχύει.

Εποµένως ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ διέρχεται από το µέσον της

∆Ζ.

Άσκηση 8

Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων ο λόγος των

αποστάσεων από τα σταθερά σηµεία ( )2,0Α  και ( )2,0Β −  είναι C (σταθερός) και διά-

φορος της µονάδας.

Λύση

Έστω ( )x, yΜ  τυχαίο σηµείο του γεωµετρικού τόπου.

Είναι 
( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

x 2 yd M, A
C C

d M, B x 2 y

− +
= ⇔ = ⇔

+ +
( ) ( )2 22 2 2x 2 y C x 2 y − + = + + ⇔ 

2 2 2 2 2 2 2 2x 4x 4 y C x 4C x 4C C y− + + = + + + ⇔
2 2 2 2 2 2 2 2C x x C y y 4C x 4x 4C 4 0− + − + + + − = ⇔

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2C 1 x C 1 y 4C 4 x 4C 4 02− + − + + + − = .

Επειδή ( )2C 1 0 C 1− ≠ ≠ , διαιρούµε και τα δύο µέλη µε 2C 1−  και έχουµε:

( )22
2 2

2 2

4 C 14C 4
x y x 0

C 1 C 1

−++ + + =
− −

( )2

2 2
2

4 C 1
x y x 4 0

C 1

+
⇔ + + + =

−
(1)

Η τελευταία εξίσωση είναι της µορφής 2 2x y Ax By 0+ + + +Γ =  και παριστάνει κύκλο

όταν 2 2 4 0Α +Β − Γ > .

Είναι 
( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 22 2 2

2 2
2 22 2

16 C 1 16 C 1 16 C 1
4 16

C 1 C 1

+ + − −
Α +Β − Γ = − =

− −

         

( )
( ) ( )

4 2 4 2 2

2 22 2

16 C 2C 1 C 2C 1 16·4C
0

C 1 C 1

+ + − + −
= = >

− −
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Εποµένως η (1) παριστάνει κύκλο µε κέντρο 
( )2

2

2 C 1A B
K , ,0

2 2 C 1

 +   − − = −   −   
 και

ακτίνα 
2 2

2

A B 4 4C
R

2 C 1

+ − Γ= =
−

.

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων του κύκλου 2 2C :  x y 4+ =  που είναι παράλ-

ληλες στην ευθεία :  x y 0δ + = .

(Απ.: x y 2 2 0+ − =  και x y 2 2 0+ + = )

2. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, ο οποίος είναι εγγεγραµµένος στο τρίγωνο που

σχηµατίζει η ευθεία : x y 6 0ε + − =   µε τους άξονες x x′   και y y′ .

(Απ.: ( ) ( ) ( )2 2 2

x 6 3 2 y 6 3 2 6 3 2− + + − + = −  )

3. Να αποδειχθεί ότι οι κύκλοι ( )2 2
1C :  x 2 y 4− + =   και  2 2

2C :  x 2x y 0− + =  εφάπτονται

εσωτερικά.

4. Να βρεθεί η αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι οµόκεντροι οι κύκλοι:

2 2
1 1 1 1C :  x y A x B y 0+ + + + Γ =   και  2 2

2 2 2 2C :  x y A x B y 0+ + + + Γ = .

(Απ.: 
1 2

1 2

A A

B B

 = 
  = 

)

5. Να δειχθεί ότι η εξίσωση 2 2C :  x y x 0+ + λ =   παριστάνει κύκλο για κάθε 
*Rλ∈ . Να

βρεθεί η γραµµή πάνω στην οποία βρίσκονται τα κέντρα αυτών των κύκλων.

(Απ.: y 0= )

6. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το σηµείο ( )K 3,1−  και εφάπτεται

στηνευθεία :  4x 3y 5 0ε − + = .

(Απ.: ( ) ( )2 2 2x 3 y 1 2+ + − = )

7. ∆ίνεται ο κύκλος ( )2 2C :  x 1 y 4− + =  . Να βρείτε τιςεξισώσεις των εφαπτοµένων του

κύκλου C που διέρχονται από το σηµείο ( )M 3,3 .

(Απ.: x 3=   και 5x 12y 21 0− + = )
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8. Να βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων, οι οποίοι εφάπτονται στον κύκλο µε εξίσωση

2 2x y 25+ = στο σηµείο ( )M 3,4   και έχουν ακτίνα 10 .

(Απ.: ( ) ( )2 2
x 9 y 12 100− + − =  και ( ) ( )2 2

x 3 y 4 100+ + + = )

9. Από το σηµείο ( )M 3,2   φέρνουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα ΜΑ, ΜΒ προς τον

κύκλο 2 2C :  x y 2+ =  . Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ.

(Απ.: 3x 2y 2+ = )

10. Να βρεθεί η εξίσωση της κοινής χορδής δύο κύκλων µε κέντρα ( )K 1,2  , ( )3,1Λ   και

ακτίνες 3 και 2 αντίστοιχα.

(Απ.: 2x y 5 0− − = )

Ε. ΤΟ  ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

α. Να εξετάσετε αν η οικογένεια των ευθειών:

( ) ( ) 01λ43λ-2λyx1λ:ε 22 =−−+−

διέρχεται από το ίδιο σηµείο του επιπέδου για κάθε Rλ∈ .

β. Να καθορίσετε το µέρος του επιπέδου από κάθε σηµείο του οποίου διέρχονται δύο ευθείες

της οικογένειας (ε).

γ. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου που είναι τέτοια ώστε οι

ευθείες (ε) που διέρχονται από το Μ να τέµνονται κάθετα.

(Υπ.: β.  Να µετασχηµατίσετε την (1) σε εξίσωση δευτέρου βαθµού ως προς λ. Ζητάµε τα ζεύγη (x,y)

για τα οποία η δευτεροβάθµια έχει ρίζες πραγµατικές και άνισες.

γ.  Θεωρείστε δύο ευθείες από τις (1) για λ = λ
1
 , λ = λ

2
 και χρησιµοποιείστε ότι το γινόµενο των

συντελεστών διεύθυνσης των θεωρούµενων ευθειών είναι ίσο µε  –1)




