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Α.    ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ  ΓΝΩΣΕΙΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ

Ορισµός

Μια εξίσωση f(x, y) = 0 µε δύο αγνώστους x, y λέγεται εξίσωση µιας γραµµής C όταν οι

συντεταγµένες των σηµείων της C και µόνον αυτές την επαληθεύουν.

Τότε γράφουµε  C :  f(x, y) = 0.

Παρατηρήσεις

1. Το σηµείο Ρ(α, β) ανήκει στη γραµµή C ή ισοδύναµα η γραµµή C διέρχεται από το σηµείο

Ρ(α, β), αν και µόνο αν, τα α,β επαληθεύουν την εξίσωση C, δηλ. f (α, β) = 0.

2. Η γραµµή C τέµνει τους άξονες x΄x και y΄y σε

σηµεία των οποίων οι συντεταγµένες είναι λύ-

σεις των εξισώσεων f(x, 0) = 0 και f(0, y) = 0

αντίστοιχα.

Με άλλα λόγια, για να βρούµε που τέµνει τον

άξονα x΄x µια γραµµή, θέτουµε στην εξίσωσή

της y = 0 και λύνουµε ως προς το x, ενώ για να

βρούµε που τέµνει τον y΄y θέτουµε x = 0 στον

τύπο της και λύνουµε ως προς το y.

3. Για να βρούµε τις συντεταγµένες του σηµείου τοµής δύο γραµµών, λύνουµε το σύστηµα

των εξισώσεών τους.

Ορισµός

Έστω Oxy σύστηµα συντεταγµένων και (ε) µία ευθεία που τέµνει τον άξονα x΄x στο σηµείο Α.
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Τη γωνία ω που διαγράφει ο άξονας x΄x όταν στραφεί γύρω από το Α κατά τη θετική φορά

(αντίθετη της κίνησης των δεικτών του ρολογιού) µέχρι να συµπέσει µε την ευθεία (ε) τη

λέµε γωνία που σχηµατίζει η (ε) µε τον άξονα x΄x.

Ορίζουµε ως συντελεστή διεύθυνσης ή κλίση της ευθείας (ε) την εφαπτοµένη της γωνίας

ω που σχηµατίζει η ευθεία (ε) µε τον άξονα x΄x.

Παρατηρήσεις

1. Αν η ευθεία (ε) είναι παράλληλη προς τον άξονα x΄x σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x γωνία

ω = 0 και ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε) είναι λ = εφ0 = 0.

2. Αν η ευθεία (ε) είναι παράλληλη προς τον y΄y, σχηµατίζει µε τον άξονα  x΄x  γωνία 
2
π

ω =

και ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε) δεν ορίζεται.

3. Σε κάθε περίπτωση για την γωνία ω ισχύει πω <≤0 .

4. Όταν µια ευθεία (ε) και ένα διάνυσµα 
→
δ  είναι παράλληλα έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυν-

σης.

5. Ο συντελεστής διεύθυνσης λ µιας ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία ( )AA x , yΑ και

( )x , yΒ ΒΒ  µε A Bx x≠  είναι 
Β Α

Β Α

y y
λ

x x

−
=

−
, ενώ αν A Bx x=  ο συντελεστής διεύθυνσης λ

δεν ορίζεται.

6. Αν οι ευθείες 1ε  και 2ε  έχουν συντελεστές διεύθυνσης 1λ  και 2λ  αντίστοιχα τότε:

2121 λλε//ε =⇔  και 12121 −=⋅⇔⊥ λλεε

Εξίσωση ευθείας

α. Η εξίσωση  ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σηµείο ( )0 0x , yΑ  και έχει συντελεστή

διεύθυνσης λ είναι: ( )0 0: y y x xε − = λ −

β.  Η εξίσωση  ευθείας ( ε)  η οποία διέρχεται από τα σηµεία ( )1 1x , yΑ

και ( )2 2x , yΒ  µε ΒΑ ≠ .

Αν 21 xx ≠  ισχύει 
12

12

xx

yy
λλ
ΑΒε −

−
==  οπότε είναι:

( )2 1
1 1

2 1

y y
ε : y y x x

x x

−
− = −

−
γ.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που τέµνει τον άξονα y΄y στο σηµείο

(0, β) είναι  ε : y λx β= +
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όπου λ ο συντελεστής διεύθυνσης της (ε)

δ.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο Ο(0, 0)

και δεν είναι ο άξονας y΄y είναι:

ε : y λx=

ε.  Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο ( )
οο

y,xΑ

και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x είναι:

0: y yε =

στ. Η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από το σηµείο ( )
οο

y,xΑ

και είναι παράλληλη στον άξονα y΄y είναι:

0: x xε =

B.    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ

Παράδειγµα 1.

Να βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας (ε) η οποία:

α.   Σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x γωνία π/4.

β.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(3, 1), Β(6, 5)

γ.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(5, 1), Β(-3, 1)

δ.   ∆ιέρχεται από τα σηµεία: Α(6, 1), Β(6, -4)

ε.   Είναι κάθετη στην ευθεία (ζ): y = 2x + 1.

στ. Είναι παράλληλη στην ευθεία (η): 2x + y = 4

Για να προσδιορίσουµε το συντελεστή διεύθυνσης ευθείας χρειαζόµαστε:

α. τη γωνία που σχηµατίζει η ευθεία µε τον άξονα x΄x  ή

β. δύο σηµεία της ευθείας  ή

γ. παραλληλία ή καθετότητα της ευθείας µε µια άλλη ευθεία .

Αν γνωρίζουµε την εξίσωση µιας ευθείας, ο συντελεστής διεύθυνσης λ είναι ο συντε-

λεστής του x, όταν η εξίσωση είναι λυµένη ως προς y, για παράδειγµα η ευθεία

3x 2y 5+ =  γίνεται: 
3 5

y x
2 2

= − +  και έχει συντελεστή διεύθυνσης 
3

λ
2

= − .
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Λύση

α. Προφανώς   λ = εφ 1
4

π = .

β. Αφού γνωρίζουµε  δύο σηµεία της ευθείας µε διαφορετικές τετµηµένες  χρησιµοποιούµε

τον τύπο: 2 1

2 1

y y

x x

−
λ =

−
 , οπότε: 

5 1 4

6 3 3ε
−

λ = =
−

.

γ. Είναι 
1 1

0
3 5

− −
λ = =

− −
. ∆ηλαδή η ευθεία (ε) είναι παράλληλη στον x΄x.

δ. ∆εν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης , αφού xΑ = 6 και xΒ = 6.

ε. Η ευθεία (ζ) έχει συντελεστή διεύθυνσης  λζ = 2.

Επειδή (ε) ⊥ (ζ) ⇔ λε · λζ = –1 ⇔ λε· 2 = –1 ⇔ 

1
-

2ελ =

στ. Είναι λη = –2. Εποµένως λε = –2, αφού είναι παράλληλες.

Παράδειγµα 1

Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που ορίζουν τα σηµεία στις παρακάτω περιπτώσεις

i. Α (1, 2) και Β (1, - 3) ii. Α (1, 2), Β (-3, 2) iii. Α (1, 2) και Β (- 2, 4)

Λύση

i. Τα σηµεία Α, Β έχουν ίδια τετµηµένη x = 1 οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι x = 1.

ii. Τα σηµεία Α, Β έχουν ίδια τεταγµένη y = 2  οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι y = 2.

iii. Είναι 3
2

12
24 −=

−−
−=

ΑΒ
λ  οπότε η εξίσωση της ευθείας ΑΒ είναι )x(y 1

3
22 −−=− .

Παράδειγµα 2

Οι κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ είναι Α (-1, 2), Β (3, 4), Γ (- 5, 6). Να βρεθούν:

α.   Η εξίσωση του ύψους υ
α 

.

β.   Η εξίσωση της διαµέσου µ
α 

.

γ.   Η εξίσωση της µεσοκαθέτου δ της πλευράς  ΒΓ του τριγώνου .

Λύση

α.  Γνωρίζουµε ότι το ύψος  υα διέρχεται απο το σηµείο  Α (- 1, 2) και µπορούµε να προσδιο-

ρίσουµε το συντελεστή διεύθυνσής του 
α

υ
λ  αφού 

α
υΒΓ⊥ .

Για να βρούµε την εξίσωση µιας ευθείας (ε) χρειαζόµαστε:

α. Τις συντεταγµένες ενός σηµείου της και το συντελεστή διεύθυνσής της   ή

β. Τις συντεταγµένες δύο σηµείων της.

Οι συντεταγµένες σηµείου που ανήκει σε δύο ευθείες προσδιορίζονται από τη λύση

του συστήµατος των εξισώσεων των δύο ευθειών.
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Είναι 
6 4 1

5 3 4ΒΓ
−λ = = −

− −
 και 1−=⋅

α
υΒΓ

λλ οπότε

4=
α

υ
λ .  Έτσι η εξίσωση του 

α
υ  είναι:

y 2 4(x 1) y 4x 6− = + ⇔ = +

β.Η διάµεσος 
α

µ  διέρχεται απο το σηµείο  Α (- 1, 2) και

µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα δεύτερο σηµείο

της το µέσο Μ του ΒΓ.

Είναι Β Γ Β Γ
x x y y

Μ , ( 1,5)
2 2

+ +  = − 
 

Τα σηµεία Α (- 1, 2) και Μ (- 1, 5) έχουν ίδια τετµηµένη x = - 1, οπότε η εξίσωση της 
α

µ

είναι: x = - 1.

γ. Η µεσοκάθετος  δ του ΒΓ διέρχεται απο το σηµείο Μ (- 1, 5) και µπορούµε να προσδιο-

ρίσουµε το συντελεστή διεύθυνσης  λδ αυτής ,αφού δ//υα.

Είναι δυ
λλ

α

== 4 . Έτσι η εξίσωση της δ είναι: 94145 +=⇔+=− xy)x(y

Παράδειγµα 1

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που περνά από το σηµείο Μ (1, 4) τέµνει τις ευθείες

41 +−= xy:δ , 2 : y 2x 3δ = +  στα Α, Β αντίστοιχα έτσι ώστε το Μ να είναι µέσο του ΑΒ.

Λύση

Οι εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το Μ (1, 4) είναι οι:

1=x:δ   ή : y 4 (x 1) y x 4η − = λ − ⇔ = λ + − λ

Έστω Α το σηµείο τοµής των: 
1

: x 1 x 1

: y x 4 y 3

δ = = 
⇔ δ = − + =

   Τότε Α (1, 3)

Για να βρούµε την εξίσωση µιας ευθείας (ε) που διέρχεται από γνωστό σηµείο 0 0(x ,y )Ρ
και έχει µία επιπλέον ιδιότητα,  γράφουµε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται

από το 0 0(x ,y )Ρ  :

0: x xδ =   και  ( )0 0: y y x xη − = λ − , Rλ ∈

i.  Εξετάζουµε αν η γνωστή ευθεία 0: x xδ =  έχει ή όχι την αναφερόµενη ιδιότητα.

ii. Απαιτούµε οι ευθείες (η) να έχουν την ιδιότητα και έτσι προσδιορίζουµε το Rλ ∈ .
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Γ. ΛΥΜΕΝΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Άσκηση 1.

Να βρείτε τη γωνία που σχηµατίζει µε τον άξονα x΄x η καθεµιά από τις παρακάτω ευθείες:

α. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(–3, 2), Β(–7, 6).

β. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(10, 1),  Β(–10, 1).

γ. Η ευθεία που είναι κάθετη προς την ευθεία (ζ): 
- 3

y = x +1
3

.

δ. Η ευθεία που περνά από τα σηµεία Α(7, 3), Β(7, 1).

ε. Η ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων και το σηµείο Α(–2, –2).

Λύση

α. 
6 2 4

1
7 3 4

−
λ = = = −

− + −
. Η ζητούµενη γωνία είναι �

3
φ

4

π
= , αφού 

3π
εφ 1

4
= − .

Έστω Β το σηµείο τοµής των: 
2

: x 1 x 1

: y 2x 3 y 5

δ = = 
⇔ δ = + =

 , τότε Β (1, 5)

Ισχύει 
ΒΑΜ

xxx +=2  και 2y y yΜ Α Β= +  οπότε Μ µέσον του ΑΒ και η ευθεία 1=x:δ  είναι

λύση του προβλήµατος.

Έστω Α  το σηµείο τοµής των  η και δ1:

1

: y x 4 x 4 x 4 x , 1
1

: y x 4 y x 4
y x 4

λη = λ + − λ λ + − λ = − + = λ ≠ −  ⇔ ⇔ λ +  δ = − + = − +  = − +
Άρα x , 1

1Α
λ= λ ≠ −

λ +

Έστω Β το σηµείο τοµής των :

 
2

1
: y x 4 x 4 2x 3 x , 2

2
: y 2x 3 y 2x 3

y 2x 3

λ −η = λ + − λ λ + − λ = + = λ ≠  ⇔ ⇔ λ −  δ = + = +  = +

 Άρα B
1

x , 2
2

λ −= λ ≠
λ −

Αφού το Μ είναι  µέσον του ΑΒ πρέπει να ισχύει :

2 2 21
2x x x 2 2 2 4 2 1

1 2Μ Α Β
λ λ −= + ⇔ = + ⇔ λ − λ − = λ − λ + λ − ⇔

λ + λ −
-4 = -1 , που είναι

 αδύνατη.

Αν λ = -1 ή λ = 2 θα είναι 1δ//η  ή 2//η δ  και δεν υπάρχουν σηµεία τοµής.

Εποµένως η ζητούµενη ευθεία είναι η x = 1.

Παρατήρηση :

Αφού βρήκαµε την ευθεία x = 1 µπορούσαµε να αποκλείσουµε την ύπαρξη άλλης ευθείας

διότι , αν υπήρχε κι’άλλη ευθεία που θα έτεµνε τις δ
1
,δ

2
 σε σηµεία Γ,∆ µε Μ µέσο του Γ∆ το

τετράπλευρο ΑΒΓ∆ θα ήταν παραλληλόγραµµο.Πράγµα που δεν γίνεται αφού οι δ
1
,δ

2 
δεν

είναι παράλληλες. Η παραπάνω απόδειξη έγινε για διδακτικούς λόγους.
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β. Είναι 
1 1

λ 0
10 10

−
= =

− −
. Εποµένως � 0φ 0=  αφού 0εφ0 0= .

γ. 
3

3ζλ = − . Επειδή (ε) ⊥ (ζ) ⇔ λε·λζ = –1 ⇔ λε·
3

3

 
−   

= –1 ⇔ λε = 3 . Άρα οφ̂ 60= .

δ. Παρατηρούµε ότι δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία (ε). Εποµένως

είναι παράλληλη στον άξονα y΄y και η γωνία που µας ζητείται είναι: οφ̂ 90=

ε. Είναι 
2 0

λ 1
2 0

− −
= =

− −
. Εποµένως: οφ̂ 45= αφού 45 1οεφ =

Άσκηση 2.

Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) η οποία διέρχεται από το σηµείο Α(1, 3) και:

α. Είναι παράλληλη στο διάνυσµα (5, 2)
→
α =

β. Είναι παράλληλη στο διάνυσµα (0, 6)
→
β =

γ. ∆ιέρχεται από την αρχή των αξόνων.

Λύση

α. Το διάνυσµα α
�

 έχει συντελεστή διεύθυνσης: 
2

5
. Εποµένως: 

2

5ελ = .

Η ευθεία (ε) διέρχεται απο το  γνωστό σηµείο Α(1, 3) έχει συντελεστή διεύθυνσης 
2

5ελ = .

Άρα έχει εξίσωση   (ε): y - 3 = 
2

(x 1)
5

− .

β. Είναι: // y´y.
→
β  Εποµένως (ε) // y΄y και αφού διέρχεται από το σηµείο Α(1, 3) έχει εξίσωση:

x = 1.

γ. Aφού η (ε) διέρχεται από την αρχή των αξόνων είναι της µορφής: y = λx. Επίσης διέρχε-

ται από το σηµείο Α(1, 3), εποµένως οι συντεταγµένες του την επαληθεύουν.

Έτσι: 3 = λ · 1 ⇔ λ = 3. Άρα (ε): y = 3x.

Άσκηση 3.

Έστω  τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(2, –1), Β(4, 1) και Γ(2, 7).

Να βρείτε τις εξισώσεις:

α. Της πλευράς ΒΓ.

β. Του ύψους Α∆

γ. Της διαµέσου ΒΜ

δ. Της µεσοκαθέτου της πλευράς ΑΓ

Λύση

α. Γνωρίζουµε δύο σηµεία της ΒΓ. Βρίσκουµε το λΒΓ από τον τύπο:
B

y y

x x
Γ Β

Γ

−
λ =

−
 και από
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τον τύπο y - y0 = λ(x - x0), την εξίσωσή της.

Έιναι: 
7 1

3
2 4ΒΓ

−
λ = = −

−
. Εποµένως ΒΓ: y - 1 = -3(x - 4).

β. Γνωρίζουµε ένα σηµείο του ύψους Α∆ το Α και µπορούµε να βρούµε το συντελεστή

διεύθυνσης λ διότι  Α∆ ⊥ ΒΓ. Είναι: λΒΓ = -3.

Α∆ ⊥ ΒΓ ⇔ λΑ∆·λΒΓ = –1 ⇔ λΑ∆·(–3) = –1 ⇔ λΑ∆= 
1

3
.

Εποµένως  Α∆: y + 1 = 
1

3
·(x - 2).

γ. Γνωρίζουµε το σηµείο της Β της διαµέσου και µπορούµε να υπολογίσουµε το Μ ως

µέσον της ΑΓ.

Είναι: A Ax x y y 2 2 1 7
, ,

2 2 2 2
Γ Γ+ + + − +   Μ =     

= (2, 3).

Εποµένως , 
3 1

λ 1
2 4ΒΜ

−
= = −

−
 και  η εξίσωση της ΒΜ είναι :   y–1 = –1(x–4).

δ. Γνωρίζουµε το σηµείο  Μ της µεσοκαθέτου και υπολογίζουµε το συντελεστή διεύθυνσης

λδ από την καθετότητά της µε την ΑΓ.

Παρατηρούµε ότι για την ΑΓ δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης, δηλαδή ΑΓ//y΄y.

Επειδή δ ⊥ ΑΓ θα  είναι δ//x΄x και αφού περνά από το σηµείο Μ(2, 3) έχει εξίσωση:

y = 3.

Άσκηση 4.

Να δείξετε ότι τα σηµεία Α(–1, –2), Β(3, –1), Γ(4, 2), ∆(0, 1) είναι κορυφές παραλληλο-

γράµµου. Να βρεθούν οι συντεταγµένες του κέντρου του Κ.

Λύση

Είναι
1 2 1

3 1 4ΑΒ
− +

λ = =
+

 και 
1 2 1

0 4 4Γ∆
−

λ = =
−

.

Εποµένως ΑΒ//Γ∆.

Ακόµα 2 2(ΑΒ) = ( 1 3) ( 2 1) 17− − + − + =   και

2 2(Γ∆) = (0 4) (1 2) 17− + − =
Το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ έχει δύο πλευρές παράλληλες και ίσες. Εποµένως είναι παραλλη-

λόγραµµο. Το κέντρο του Κ είναι το µέσο της διαγωνίου ΑΓ.

Άρα:

1 4 2 2 3
, , 0 .

2 2 2

− + − +   Κ =      
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Άσκηση 5.

α. Να δείξετε ότι τα σηµεία Α(1, 3), Β(2, 6), Γ(–5, –15) είναι συνευθειακά.

β. Το ίδιο για τα σηµεία Α(5, –4), Β(–2, 3), Γ(t, 1 – t), t R∈ .

γ. Το ίδιο για τα σηµεία Α(1, 3), Β(1, –2), Γ(1, 1).

Λύση

Για να δείξουµε ότι τρία σηµεία είναι συνευθειακά, αρκεί να δείξουµε:

i.  λ λΑΓ ΒΓ=  ή λ λΑΓ ΑΒ=  ( αν ορίζονται οι αντίστοιχοι συντελεστές).

ii. Ένα από τα τρία σηµεία ανήκει στην ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο.

iii. ∆ύο από τα διανύσµατα ,A ,
→ → →

ΑΒ Γ ΒΓ  είναι συγγραµµικά.

α. λΑΒ = 3, 
18

λ 3
6ΑΓ

−
= =

−
. Άρα ΑΒ//ΑΓ και αφού έχουν κοινό το σηµείο Α, ταυτίζονται.

Συνεπώς τα Α, Β, Γ συνευθειακά.

β. Επειδή 
7

λ 1
7ΑΒ

−
= = − η ΑΒ έχει εξίσωση : y + 4 = -1(x – 5) ⇔ y = –x + 1.

Αντικαθιστούµε τις συντεταγµένες του Γ στην εξίσωση της ΑΒ και παρατηρούµε ότι την

επαληθεύουν, αφού: 1 – t = – t + 1. Εποµένως το Γ ανήκει στην ευθεία ΑΒ.

γ. Τα τρία  σηµεία έχουν την ίδια τετµηµένη. Άρα βρίσκονται επάνω στην ευθεία x = 1.

Άσκηση 6.

∆ίνεται η ευθεία (ε): y = x + 1 και το σηµείο Α(3, 1). Να βρείτε:

α. Την προβολή του Α πάνω στην (ε).

β. Το συµµετρικό του Α ως προς την ευθεία (ε).

Λύση

α. Είναι λε = 1. Επειδή ΑΚ ⊥ ε θα είναι λΑΚ = –1.

Εποµένως ΑΚ: y – 1 = –1(x – 3) ⇔ y = –x + 4.

Το σηµείο Κ είναι το σηµείο τοµής των ευθειών

(ε) και ΑΚ και το βρίσκουµε λύνοντας το σύστη-

µα των εξισώσεών τους.

y x 1 5 3
y x

y x 4 2 2

= + 
⇔ = και == − + 

.Άρα: 
3 5

K ,
2 2

 
  

β. Το Κ είναι µέσο του ΑΑ΄. Εποµένως:

A A΄
A΄ K AK

A΄ A΄

A A΄

K A΄ K A

x x x 2x xx
2 x 0 και y 4

y y
y y 2y y

2

+  = − =  ⇔ ⇔ = = +  = = − 

. Άρα Α΄(0, 4).
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Άσκηση 7

∆ίνονται οι εξισώσεις δύο πλευρών παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆, (ε
1
): y = x – 5 και

(ε
2
): y = –2x + 1, καθως και οι συντεταγµένες µίας κορυφής του (1, 4). Να βρείτε:

α. Τις εξισώσεις των δύο άλλων πλευρών.

β. Τις συντεταγµένες των κορυφών του.

Λύση

Οι συντεταγµένες του σηµείου (1,4), δεν επαληθεύουν

καµµία από τις εξισώσεις των (ε1) και (ε2), δηλαδή το

σηµείο (1,4) δεν ανήκει σε αυτές τις ευθείες. Μπορού-

µε λοιπόν να υποθέσουµε ότι το δοσµένο σηµείο είναι

το Α και οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι οι Γ∆ και ΒΓ

αντίστοιχα.

Λύνουµε το σύστηµά τους για να βρούµε το Γ:

y x 5

y 2x 1

= − 
⇔= − + 

x = 2  και  y = –3, άρα Γ(2, –3).

Γνωρίζουµε το σηµείο Α της ΑΒ και το συντελεστή διεύθυνσής της λ = 1 (αφού ΑΒ//Γ∆ και

λΓ∆ = 1). Άρα

ΑΒ: y – 4 = 1(x – 1)  ⇔  y = x + 3.

Λύνουµε το σύστηµα των ΑΒ και ΒΓ και  βρίσκουµε τις συντεταγµένες του σηµείου Β:

y 2x 1 2
x

y x 3 3

= − + 
⇔ = −= + 

 και 
7

y
3

= . Άρα 
2 7

B ,
3 3

 −  
Γνωρίζουµε το σηµείο Α(1, 4) της Α∆ και το συντελεστή διεύθυνσής της  λ = –2. Εποµέ-

νως:

Α∆: y – 4 = –2(x – 1) y 2x 6⇔ = − + .

Το κέντρο Κ του παραλληλογράµµου είναι το µέσον  του ΑΓ, άρα: 
3 1

K ,
2 2

 
  

.

Το Κ είναι επίσης µέσο του Β∆, άρα:

B
K K B

B
K K B

x x 3 2 11
x x 2x x 2

2 2 3 3
y y 1 7 4 11 4

y y 2y y 2 . Άρα ,
2 2 3 3 3 3

∆
∆

∆
∆

+
= ⇔ = − = ⋅ + =

+ − − = ⇔ = − = ⋅ − = ∆  

Άσκηση 8.

Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που περνούν από το σηµείο Μ(2, 3) και σχηµατί-

ζουν µε τους άξονες τρίγωνο εµβαδού 
1

2
.

Λύση

Όλες οι ευθείες που περνούν από το Μ(2, 3) έχουν εξισώσεις :

y – 3 = λ(x – 2), Rλ ∈  (1)  ή   x = 2
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Η ευθεία x  = 2 δεν είναι λύση της άσκησης, αφού είναι κάθετη στον x΄x και δεν σχηµατίζει

τρίγωνο µε τους άξονες.

Έτσι χρησιµοποιούµε την εξίσωση (1).  Η ευθείες  που αυτή παριστάνει, τέµνουν τους

άξονες στα σηµεία Α και Β.

Για y = 0 παίρνουµε απο την (1) :

(1) 
y 0 2 3

x 0,
= λ −

⇔ = λ ≠
λ

εποµένως 
2λ 3

, 0
λ

− Α  

(Για λ = 0 η ευθεία είναι παράλληλη στον x΄x).

Για x = 0 παίρνουµε απο την (1) :

(1)
x 0=
⇔  y = –2λ + 3, εποµένως Β(0, –2λ + 3)

Το τρίγωνο ΒΟΑ είναι ορθογώνιο και το εµβαδόν του ισούται µε το ηµιγινόµενο των

καθέτων πλευρών. Άρα (ΒΟΑ) = 
1

2
 (ΟΑ)·(ΟΒ). Έτσι έχουµε:

2 2

2

2 2

4 12 9 4 13 9 0 (2)
2 31 1

2 3 2 3 ή ή
2 2

4 12 9 4 11 9 0 (3)

λ λ λ λ λ
λ

λ λ λ
λ

λ λ λ λ λ

 − + = − + =
−  − + = ⇔ − = ⇔ ⇔ 

 − + = − − + = 
Η εξίσωση (2) έχει λύσεις λ1 = 1 και λ2 = 9/4 και η (3) είναι αδύνατη.

Εποµένως οι ζητούµενες ευθείες είναι

 (ε1): y – 3 = 1(x – 2)   και   (ε2): y – 3 = 
9

4
(x – 2)

∆. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ  ΘΕΜΑΤΑ

1. ∆ίνονται τα σηµεία Α (2α - 1, 3) και Β (5, - 2). Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας ΑΒ, όταν

Rα ∈ .

(Απ: Αν 3α ≠  είναι 
62

5
−

=
α

λ
ΑΒ

 και )x(
α

y:ΑΒ 5
62

52 −
−

=+ . Αν  α = 3 τότε ΑΒ: x = 5 )

2. ∆ίνονται τα σηµεία 



κ

,κP
1

 και 
1

Q ,
 λ λ 

 µε 0≠λ,κ  και λκ ≠ .

i.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας PQ.

ii. Αν η ευθεία PQ τέµνει τους άξονες x΄x και y΄y στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα να

δείξετε ότι ΑP = ΒQ.

(Απ: i. PQ

1−λ =
κλ

 και 
1 1

PQ : y (x )κ
κ κλ

−− = −  ii. Α (κ + λ, 0)  


 +
κλ

,Β
110

2
2 1

κ
λ)QΒ()PΑ( +== )



66. Η ευθεία στο επίπεδο

3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε 
2
3

2
1 += xy , 2+−= xy  εξισώσεις δύο εκ των υψών του και Α (1, 4).

Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του καθώς και οι κορυφές του Β και Γ.

(Απ: ΑΓ: y = - 2x + 6, )x(y:ΒΓ 3
7
2 +−= ,  ΑΒ: y = x + 3,  Β (- 3, 0),  Γ (4, - 2))

4. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Α (- 8, 2) και Β (7, 4) οι δύο κορυφές του ενώ Η (5, 2) το ορθόκεντρό

του.Βρείτε: i. την εξίσωση της ΒΓ ii. τις συντεταγµένες της κορυφής Γ.

(Απ: i. ΑΗ: y = 2 όπου ΒΓ: x = 7 ii. Γ (7, - 13))

5. ∆ίνεται η ευθεία ε: y = 1 - x. Να βρεθεί το συµµετρικό του Ρ (2, 3) ως προς την ευθεία ε.

(Απ: Μ (- 2, - 1))

6. ∆ίνονται τα σηµεία Α (4, 2), Β (3, - 1) και η ευθεία (ε): xy 3−= . Να βρεθεί σηµείο Γ της

ευθείας  (ε) ώστε το ΑΒΓ να είναι ισοσκελές µε κορυφή του Β.

(Απ: Γ (α, - 3α)  ( ) ( ) 0ΒΑ ΒΓ α= ⇔ =  ή 
6

5
α =  άρα Γ (0, 0) ή 


 −

5
18

5
6

,Γ )

7. ∆ίνονται τα σηµεία Α (8, 0) και Β (0, 4)

i.  Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας Ο∆ µε Ο την αρχή των αξόνων ∆ µέσο του ΑΒ.

ii.  Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (ε) που είναι κάθετη στην Ο∆ στο ∆.

iii. Αν Μ τυχαίο σηµείο της (ε) δείξτε ότι 2 2 2MA MB 2OM
→ → →

+ =

(Απ: i. ∆ (4, 2)  
1

: y x
2

Ο∆ =  ii. 102 +−= xy ) iii. Αν Μ (α, - 2α + 10) τότε MA (8 ,2 10)
→

= − α α − ,

MB ( ,2 6)
→

= −α α −  OM ( , 2 10)
→

= α − α +  και 
2 2 2

22 OM 10 80 200 MA MB
→ → →

= α − α + = +

8. Έστω το τετράγωνο ΑΒΓ∆ µε  κορυφή του Α(1,5). Η µία διαγώνιος βρίσκεται πάνω στην

ευεθία y 2x= . Βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β, Γ, ∆ του τετραγώνου.

(Υπ:  
14 28

B ,
5 5

 
  

,
17 19

,
5 5

 Γ  
,

8 16
,

5 5
 ∆  

 )

9. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από τα σηµεία Α (συνθ, ηµθ) και Β (ηµθ, συνθ)

αν 
2 2

π π− < θ <  και 
4
π

θ ≠ . Για ποια τιµή του θ η ευθεία αυτή διέρχεται από την αρχή των

αξόνων;

(Απ: y x ( )= − + ηµθ + συνθ , 
4

πθ = −  (σχ. 7 βιβλίου, σελ. 64))
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10. ∆ίνονται τα σηµεία Α (λ, 0), Β (2λ, 3λ) µε 0λ ≠ . Αν η κάθετη στην ΑΒ στο Α τέµνει την

λx 2−=  στο Γ να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές µε κορυφή το Α.

(Υπ:
210λ)ΑΒ( = , ( 2 , y )ΓΓ − λ   1ΑΒ ΑΓλ ⋅λ = − ,    λy

λ

y
Γ

Γ =⇔−=
−

⋅ 1
3

3 .Άρα Γ (- 2λ, λ)

και )ΑΒ(λ)ΑΓ( == 210 ).

Ε. ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ  ΘΕΜΑ

Έστω ΑΒΓ το τρίγωνο που σχηµατίζεται απο τις ευθείες µε εξισώσεις :

1 2 3
1 2 3

y x , y x , y x
α α α= λ + = λ + = λ +
λ λ λ

∆είξτε ότι το ορθόκεντρο του τριγώνου βρίσκεται πάνω σε µια ευθεία.

(Yπ.: Βρείτε τα σηµεία τοµής δύο ευθειών και το σηµείο τοµής δύο υψών.

Η ζητούµενη ευθεία είναι η  x + α = 0 )
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