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Προεκτεινουµε τις πλευρες ΑΒ και ΑΔ παραλληλογραμμου ΑΒΓ∆ κατα τμημα-
τα ΒΕ=ΑΒ και ΔΖ = ∆Α αντιστοιχως. Να αποδειξετε οτι τα σημεια Ζ, Γ και Ε
ειναι συνευθειακα.

ΒΕ =||ΔΓ ΒΕΓΔ παραλληλογραμμο
ΓΕ||ΖΓ (||ΒΔ)

ΔΖ =||ΒΓ ΔΖΓΒ παραλληλογραμμο
Δηλαδη οι παραλληλες ΓΕ, ΖΓ εχουν κοινο σημειο, οποτε ταυτι -
ζονται που σημαινει Ζ, Γ, Ε συνευθειακα σημεια.

    
  

        Α             Β             Ε

                     Γ

Ζ

Αν Ε και Ζ ειναι τα μεσα των πλευρων ΑΒ και Γ∆ αντιστοιχως, παραλληλογραμ-
µου ΑΒΓ∆, να αποδειξετε οτι οι ΑΓ, Β∆ και ΕΖ συντρεχουν.

Το ΑΒΓΔ ειναι παραλληλογραμμο, αρα οι διαγωνιες του ΑΓ, 
  ΒΔ διχοτομουνται σημειο Ο.
Το ΑΕΓΖ ειναι παραλληλογραμμο (ΑΕ =||ΖΓ, μισα απεναντι 

  πλευρων παραλληλογραμμου) και η μια διαγωνιος του ειναι 





η 
  ΑΓ με μεσο το σημειο Ο. Αρα και η αλλη διαγωνιος του ΕΖ θα 
  διερχεται απ'το σημειο Ο.

        Α             Ε            Β

                Ο

Δ            Ζ               Γ

Δειξτε οτι τα μεσα των διαγωνιων  και τα μεσα δυο απεναντι πλευρων κυρτου 
τετραπλευρου ειναι κορυφες παραλληλογραμμου.

ΑΔΣτο τριγ. ΑΒΔ : Κ, Μ μεσα των ΑΒ, ΒΔ, αρα ΚΜ =||   (1)
2

ΑΔΣτο τριγ. ΑΓΔ : Ν, Λ μεσα των ΑΓ, ΓΔ, αρα ΝΛ =||   (2)
2

Απο (1),(2) :  ΚΜ =|| ΝΛ που σημαινει ΚΝΛΜ παραλληλογραμμο.





    Β                           Γ

  Κ                                Λ  
Α                  Μ

                                      Δ                

  Δ

Ν

Δειξτε οτι τα μεσα των πλευρων μη κυρτου τετραπλευρου ειναι κορυφες παραλ-
ληλογραμμου.

Φερνω το ΑΓ.
ΑΓΣτο τριγ. ΑΒΓ : Κ, Λ μεσα των ΑΒ, ΒΓ, αρα ΚΛ =||   (1)
2

ΓΣτο τριγ. ΑΔΓ : Μ, Ν μεσα των ΓΔ, ΔΑ, αρα ΜΝ =||   (2)
2

Απο (1),(2) :  ΚΛ =|| ΜΝ που σημαινει ΚΛΜΝ παραλληλογραμμο.





     Α                           Β   

             Ν
                   Δ       Λ
                  Μ

                      Γ          

Κ
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Οι διαμεσοι ΒΔ, ΓΕ  τριγωνου  ΑΒΓ  τεμνονται στο Θ. Αν  Ζ, Η  ειναι τα  μεσα των  
ΒΘ, ΓΘ αντιστοιχα, να  δειχτει οτι το ΔΕΖΗ  ειναι παραλληλογραμμο.

ΒΓτρ.ΑΒΓ : Δ,Ε μεσα, αρα ΔΕ =||
2 ΔΕ =||ΗΖ
ΒΓτρ.ΒΘΓ : Η,Ζ μεσα, αρα ΗΖ =||
2

ΔΕΖΗ παραλληλογραμμο. 


  



                
           Η

      Ζ                              

Β                   Ε                   A

.

Θεωρουμε τριγωνο ΑΒΓ  και Ρ  το μεσο της διαμεσου  ΒΜ. Αν  Σ  σημειο της ΒΓ  
ΒΓ ΒΑωστε ΒΣ = , να δειχτει οτι ΣΡ =
4 4



ΒΓ
ΒΝ ΒΓ2Ειναι ΒΣ =  = = .  Εστω Ν μεσο της ΒΓ.
2 2 4

ΜΝ ΑΒτρ.ΒΝΜ : Ρ,Σ μεσα, αρα ΡΣ = || ΑΒ2 2ΡΣ =|| =||
2 4ΑΒτρ.ΑΒΓ : Μ,Ν μεσα, αρα ΜΝ =||

2


 



                            Μ
             Ρ

Να δειχτει οτι τα  μεσα  πλευρων  ορθογωνιου  σχηματιζουν  ρομβο, ενω τα  με -
σα  των  πλευρων  ρομβου  σχηματιζουν  ορθογωνιο.

ΒΔτρ.ΑΔΒ : Θ,Ε μεσα, αρα ΘΕ =||
2 ΘΕ =||ΗΖ

ΒΔτρ.ΒΔΓ : Η,Ζ μεσα, αρα ΗΖ =||
2

ΑΓ ΒΔ   ΘΕΖΗ παραλληλογραμμο. Ομως ΕΖ = = = ΘΕ
2 2

   που σημαινει οτι ΘΕΖΗ ρομβος.

ΒΔτρ.ΑΔΒ : Θ,Ε μεσα, αρα ΘΕ =||
2

τρ.ΒΔΓ : Η,Ζ μεσα, α






  



ΘΕ =||ΗΖ
ΒΔρα ΗΖ =||
2

   ΘΕΖΗ παραλληλογραμμο. 
   Ομως ΕΖ ||ΑΓ, ΘΕ||ΒΔ, ΑΓ ΒΔ   ΕΘ ΕΖ,  
   που σημαινει οτι ΘΕΖΗ ορθογωνιο.  


  



  

       
Α                 Ε               Β

Δ                 Η               Γ

                    Β
          Ε                   Ζ

Α                                      

          Θ                  Η
                    Δ

Γ

Θ                                        Ζ

     Γ

  Δ
  Θ

Β         Σ       Ν                   Γ

  Α
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Στις πλευρες του παραλληλογραμμου ΑΒΓ∆ θεωρουμε τα ισα τμηµατα
ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ∆Ν. ∆ειξτε οτι το ΚΛΜΝ ειναι  παραλληλογραμμο.

 

 

ΑΚ = ΓΜ (υποθεση)
ΑΚΝ = ΓΛΜ καιΑΝ = ΓΛ (διαφορα ισων)     
ΚΝ = ΜΛ  (1)    Α = Γ  (ΑΒΓΔ παραλληλογραμμο)

ΒΛ = ΔΝ (υποθεση)
ΚΒΛ = ΝΔΜ καιΒΚ = ΔΜ (διαφορα ισων)     
ΚΛ = ΜΝ  (2)    Β = Δ  (ΑΒΓΔ παραλληλογραμμο)

Απ

 

 














ο (1), (2) : ΚΛΜΝ ειναι παραλληλογραμμο.

     

                                      Λ

   Ν

   Δ               Μ        Γ

        Α        Κ                Β

Σε παραλληλογραμμοΑΒΓ∆ τα σημεια Ε, Ζ ειναι μεσα των ΟΑ, ΟΓ
αντιστοιχα, οπου Ο το σημε ιο  τομης  των  δ ιαγων ιων του .
Να δειξετε οτι το ∆ΕΒΖ ειναι παραλληλογραμμο.

Ε μεσο

Ζ μεσο

Αφου ΑΒΓΔ ειναι παραλληγραμμο τοτε ΑΓ και ΒΔ διχοτομουν -
ται, δηλαδη ΟΒ = ΟΔ  (1)  και  ΟΑ = ΟΓ  (2). Ετσι

ΟΑ = ΟΓ ΟΕ + ΕΑ = ΟΖ + ΖΓ 2ΟΕ = 2ΟΖ ΟΕ = ΟΖ (3)

Απο (1) και (3) προκυπτει οτι το ΔΕΒΖ ειναι παραλληλ

  

ογραμμο.

     Β                              Γ

                    Ο         Ζ
         Ε

Α                            Δ      

Αν Ε, Ζ ειναι τα μεσα των πλευρων ΑΒ, ΓΔ ενος παραλληλογραμμου ΑΒΓΔ, να
δειξετε οτι οι ευθειες ΔΕ, ΒΖ τριχοτομουν την διαγωνιο ΑΓ.

Ειναι ΒΕ =||ΒΖ (μισα απεναντι πλευρων παραλληλογραμμου),
αρα ΒΕ||ΓΖ.
Στο τριγωνο ΑΒΛ : Ε μεσο της ΑΒ και ΕΚ ||ΒΛ. Αρα Κ μεσο της

  ΑΛ και ΑΚ =ΚΛ  (1)
Στο τριγωνο ΒΓΛ : Ζ μεσο της ΒΓ και ΔΚ ||ΖΛ. Αρα Λ μεσο 



 της
  ΚΓ και ΚΓ =ΚΛ  (2)
Απο (1) και (2) προκυπτει : ΑΚ =ΚΛ =ΚΓ.

      Α                            Δ

  Ε           Κ                    Ζ
                          Λ

Β                             Γ

Στις πλευρες ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ  ενος παραλληλογραμμου ΑΒΓΔ, παιρνουμε τα 
σημεια Ε,Ζ,Η,Θ ωστε ΕΖΗΘ παραλληλογραμμο. Δειξτε οτι ΑΕ=ΓΗ και ΑΘ=ΓΖ.

 

 

Γ-Π-Γ
ΕΘ = ΖΗ (απεναντι πλευρες παρ / μου)

ΑΘΕ = ΓΖΗ αρα      Α = Γ (απεναντι γωνιες παρ / μου)
ΑΘ = ΓΖ, ΑΕ = ΓΗ    ΑΘΕ = ΓΖΗ (πλευρες παραλληλες)

 







      Α                            Δ
      Ε
                                 Η
Β                             Γ

Θ

Ζ
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Εστω Δ το μεσο της διαμεσου ΑΜ τριγωνου  ΑΒΓ. Αν  η ΒΔ τεμνει την  ΑΓ  στο Ε
να δειξετε οτι ΕΓ = 2ΑΕ.

Φερνουμε ΜΖ ||ΒΕ.
Στο τριγωνο ΒΕΓ : Μ μεσο ΒΓ και ΜΖ ||ΒΕ. Αρα Ζ μεσο της ΕΓ

  και ΕΖ = ΖΓ  (1).
Στο τριγωνο ΑΜΖ : Δ μεσο ΑΜ και ΜΖ ||ΔΕ. Αρα Ε μεσο της 

  ΑΖ και ΑΕ = ΕΖ  (2).

Απο (1) + (2) : ΑΕ + ΕΖ = ΕΖ + ΖΓ ΑΕ + ΑΕ =





(1)

ΕΓ 2ΑΕ = ΕΓ

       Α

                     Ε
             Δ
                               

   Β                Μ               Γ

Απο τις κορυφες Α και Γ παραλληλογραμμου ΑΒΓ∆ φερνουµε καθετες  προς τη
διαγωνιο Β∆, τις ΑΚ και ΓΛ αντιστοιχα. Αν Μ, Ν τα μεσα των ΑΒ, Γ∆ αντι-
στοιχα να δειξετε οτι τα Κ, Λ, Μ, Ν ειναι κορυφες παραλληλογραμμου.

Το τετραπλευρο ΑΜΓΝ ειναι παραλληλογραμμο, αφου 
  ΑΜ =||ΓΝ  (μισα απεναντι πλευρων ΑΒΓΔ).
  Αρα εχει διαγωνιες ΑΓ, ΜΝ που διχοτομουνται στο Ο.
Το τετραπλευρο ΑΚΓΛ ειναι παραλληλογραμμο, αφου 

  ΑΚ =||





 ΓΛ  (ΑΔΒ = ΒΓΔ : ΑΒ = ΓΔ, ΑΔ = ΒΓ,Α = Γ και καθετα
                   στην ιδια ευθεια ΒΔ αρα παραλληλα). 
  Αρα εχει διαγωνιες ΑΓ, ΚΛ που διχοτομουνται στο Ο.
Ετσι το ΜΚΝΛ ειναι παραλληλογραμμο αφου οι διαγωνιε

 

ς του
διχοτομουνται.

         Α                           Β

    Μ                   Κ         Ν             

                Λ

  Δ                          Γ

  Ζ

Απο τις κορυφες Α και Γ παραλληλογραμμου ΑΒΓ∆ φερνουµε καθετες  προς τη
διαγωνιο Β∆, τις ΑΚ και ΓΛ αντιστοιχα. Αν Μ, Ν τα μεσα των ΑΒ, Γ∆ αντι-
στοιχα να δειξετε οτι τα Κ, Λ, Μ, Ν ειναι κορυφες παραλληλογραμμου.

 

ΚΒ=ΛΔ

Παιρνω Ο μεσο του ΚΛ. Το Ο ειναι και μεσο της ΒΔ γιατι τα 

  τριγωνα ΑΒΚ, ΔΛΓ ειναι ισα (ορθογωνια, ΑΒ = ΓΔ, ΑΒΚ = ΛΔΓ)

  δηλαδη : ΟΚ = ΟΛ ΟΚ +ΚΒ = ΟΛ + ΛΔ ΟΒ = ΟΔ
Σημ. : Το ιδιο αποτελεσμα αν χρησιμοποιο α ε

.
  υσ μ

 



Το Ο ειναι κεντρο συμμετριας του ΑΒΓΔ και τα Μ, Ν συμμετρι -
  κα ως προς Ο. Δηλαδη η ΜΝ διερχεται απ'τ

το παραλλη -
  λογραμμο ΑΚΓΛ

ο Ο και ΟΜ = ΟΝ.
Ετσι το ΜΚΝΛ

 (προηγουμενη

ειναι παραλλ

ασκησ

ηλογρ

.

ο

η)

αμμ



αφου οι διαγωνιες του
διχοτομουνται.

         Α                           Β

    Μ                   Κ         Ν             

                Λ

  Δ                          Γ
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Αν Ε, Ζ ειναι τα μεσα των πλευρων Α∆, ΒΓ αντιστοιχως ορθογωνιου ΑΒΓ∆,
Η το σημειο τομης των ΑΖ, ΒΕ και Θ το σημειο τομης των ∆Ζ, ΓΕ, να αποδειξε-
τε οτι το ΕΘΖΗ ειναι ρομβος



Τα ορθογωνια ΑΒΖΕ και ΓΔΕΖ ειναι ισα (ισες πλευρες) οπο -
  τε οι διαγωνιες τους (και τα μισα τους) θα ειναι ισες.
  Ετσι : ΕΗ = ΗΖ = ΖΘ = ΘΕ  (1)
Τα ισοσκελη τριγωνα ΗΕΖ και ΘΕΖ ειναι ισα (Π - Π - Π) αρα

   ΗΕΖ =





  ΕΖΘ ΗΕ||ΖΘ και ΗΖΕ = ΘΕΖ ΗΖ ||ΕΘ 
   Αρα ΕΗΖΘ ειναι παραλληλογραμμο  (2)
Απο (1), (2) προκυπτει το ζητουμενο.

 

   Α                                Β
                    Η

Ε                                      

                    Θ
   Δ                                Γ

Ζ

Απ'τη κορυφη Α τριγωνου ΑΒΓ  φερνω τις καθετες ΑΔ, ΑΕ  προς τις διχοτομους
 (εσωτερικη - εξωτερικη) της γωνιας Β. Να δειχτει οτι :
ΑΔΒΕ  ειναι ορθογωνιο        ΕΔ || ΒΓ. 

  



0 0
εξ

0

Ειναι Β + Β = 180 , οποτε ΕΒΔ = 90
ΑΔ ΒΔ και ΕΒ ΒΔ τοτε ΑΔ ΕΒ 

  ΑΔΒΕ
ΑΕ ΕΒ και ΔΒ ΕΒ τοτε ΑΕ ΔΒ 

  παραλληλογραμμο και επειδη ΕΒΔ = 90  ειναι ορθογωνιο.
 To τριγωνο ΚΒΔ ειναι ισοσκελες (απο ορθογωνιο)









   
 

   



 

Β   και ειναι : ΑΚΔ =ΚΒΔ +ΚΔΓ = 2ΚΒΔ = 2 = Β.
2

   Οι ΑΚΔ, Β ειναι εντος -εκτος επι ταυτα, αρα ΕΔ||ΒΓ.

                     

                 Α

           Κ
Ε                        Δ       

         Β                                 Γ



 

0Σε ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ  ( Α = 90 ) φερνω το υψος ΑΔ. Η  διχοτομος της 
γωνιας Γ  τεμνει τη διχοτομο της γωνιας ΒΑΔ στο Ε. Αν  Μ ειναι το μεσο της πλευ -
ρας ΑΓ, να  δειχτει οτι :   το τριγωνο ΜΑΕ ειναι ισοσκελ ες       ΕΜ || ΒΓ.

     

 


 


 

ΒΑΔ = Γ, ΓΑΔ = Β(συμπληρωματικες της Β, Γ αντιστοιχα)  (1)
Προεκτεινω ΑΕ που τεμνει την ΒΓ στο Ζ.

ΓΑΖΓ = Β +  (εξωτερικη τριγ. ΑΒΖ) ΑΖΓ = ΓΑΖ, οποτε  2
τριγ.ΑΖΓισοσκελεςΓΓΑΖ = Β +  (λογω (1))

2
Ομως στο τριγ. ΑΖ


 



Γ η ΓΕ διχοτομος, αρα και υψος και διαμεσος.
Στο ορθογωνιο τριγωνο ΕΑΓ η ΕΜ διαμεσος, οποτε ΕΜ = ΜΑ,

  δηλαδη το τριγωνο ΜΑΕ ισοσκελες.
Στo τριγωνο ΖΑΓ: Ε, Μ μεσα των ΑΖ, ΑΓ οποτε ΕΜ||ΖΓ.





   Β

                   Ζ

                           Δ
        Ε

     Α              Μ              Γ
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∆ινεται παραλληλογραμμο ΑΒΓ∆. Πανω στις ΑΒ,∆Γ αντιστοιχα, θεω-
ρουμε σημεια Ε, Ζ τετοια ωστε ΑΕ = ΓΖ. Αν Κ, Λ μεσα των ∆Ε, ΒΖ 
αντιστοιχα, να δειξετε οτι το ΑΚΓΛ ειναι παραλληλογραμμο  και οτι οι
ΚΛ, ΑΓ, ∆Β συντρεχουν.

Εστω Ο η τομη των διαγωνιων του παραλληλογραμμου ΑΒΓΔ.
ΕΒΣτο ΔΕΒ : Κ μεσο ΔΕ και Ο μεσο ΒΔ. Ετσι ΚΟ =||   (1)
2
ΔΖΣτο ΖΔΒ : Λ μεσο ΒΖ και Ο μεσο ΒΔ. Ετσι ΛΟ =||   (2)
2

ΕΒ = ΔΖ  (3)  σαν διαφορες ισων τμημ









 ατων.
Απο (1),(2),(3) :ΚΟ =|| ΛΟ,δηλαδη Ο μεσο του ΚΛ. 
Τελικα το ΑΚΓΛ ειναι παραλληλογραμμο αφου οι διαγωνιες του
ΑΓ και ΚΛ διχοτομουνται.

         Α        Ε                Δ

                    Ο
        Κ                    Λ

Β                Ζ         Γ

Σε παραλληλογραμμο ΑΒΓ∆ ειναι ΑΒ=2ΒΓ και ΑΕ το υψος. Αν Ζ, Η ειναι 
τα μεσα των πλευρων ΑΒ, ΔΓ αντιστοιχα, να δειχτει οτι η ΖΕ διχοτομει τη γωνια
Γ Ε Ζ.

 

 

 

Στο ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΕ η ΕΖ ειναι διαμεσος, οποτε :
ΑΒ 2ΒΓΕΖ = = = ΒΓ = ΖΗ ΕΖΗ ισοσκελες και ΖΕΗ = ΖΗΕ (1)
2 2

ΖΗ||ΒΓ που τεμνει η ΕΗ, αρα ΗΕΒ = ΖΗΕ (2)   (εντος εναλλαξ)

Απο (1),(2) : ΖΕΗ = ΗΕΒ, δηλαδη ΕΗ διχοτομος τ





ης ΖΕΓ.

         Δ            Η           Γ

Α          Ζ               Β

                   Ε

Σ’ενα τριγωνο ΑΒΓ,  με  0 0Α = 45  και Γ = 30 φερνουμε τη διαμεσο ΑΜ. Να δει-

χτει οτι  0ΜΑΒ = 30 .



 



0

0 0 0 0

0

Φερνουμε το υψος ΒΗ. Στο ορθογωνιο τριγωνο ΒΗΓ η ΗΜ ειναι 
διαμεσος, οποτε :

ΒΓΗΜ = = ΒΜ = ΜΓ = ΒΗ  (αφου Γ = 30 ), δηλαδη τριγωνο ΒΗΜ 
2

ισοπλευρο και ΗΒΜ = 60 ΗΒΑ = 105 - 60 = 45 .

Ομως και Α = 45 , αρα το τριγωνο ΑΗΒ ισ



    

 

  

ΑΗ=ΗΜ

0 0 0

0 0 0

οσκελες.

Στο τριγωνο ΑΗΜ : ΜΗΓ = ΗΑΜ + ΗΜΑ ΜΗΓ = 2ΗΑΜ

90 - 60 = 2ΗΑΜ ΗΑΜ = 15

Τελικα : ΜΑΒ = Α -ΗΑΜ = 45 -15 = 30

 



    Γ

      Μ
                             Η

              Β                      Α 
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Aν Ε, Ζ ειναι αντιστοιχως τα μεσα των πλευρων ΒΓ και Γ∆ παραλληλογραμμου 
ΑΒΓ∆, να αποδειξετε οτι οι ΑΕ και ΑΖ τριχοτομουν τη διαγωνιο Β∆.

Εστω Ο η τομη των διαγωνιων του παραλληλογραμμου ΑΒΓΔ.
2 2 ΒΔ ΒΔΣτο ΔΑΓ : Θ το βαρυκεντρο και ΔΘ = ΔΟ =  = (1)
3 3 2 3

2 2 ΒΔ ΒΔΣτο ΒΑΓ : Η το βαρυκεντρο και ΗΒ = ΒΟ =  = (2)
3 3 2 3

ΒΔ ΒΔ ΒΔΘΗ = ΒΔ - ΔΘ -ΗΒ = ΒΔ - - =  (3)
3 3 3

Απο















 (1),(2),(3) προκυπτει το ζητουμενο.

         Α                           Β

                Ο                 Ε

Δ           Ζ             Γ

Σε ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ (  0Α = 90 ) με  0Β = 30 και Μ μεσο της  υποτεινουσας
η μεσοκαθετη της ΒΓ τεμνει την ΑΒ στο Δ. Δειξτε οτι ΜΔ=ΑΔ=ΑΒ/3.





0

0

Τα ορθογωνια τριγωνα ΒΔΜ και ΑΓΔ ειναι ισα γιατι :
ΔΒ = ΔΓ (ΔΜ μεσοκαθετη)

ΔΜ = ΔΑ   (1)
ΜΒ = ΑΓ (ΑΒΓ ορθογωνιο, Β = 30 )

Στο ορθογωνιο τριγωνο ΒΔΜ , Β = 30 , οποτε
ΑΒ  2ΔΜ = ΒΔ 2ΔΜ = ΑΒ - ΑΔ 3ΔΜ = ΑΒ ΔΜ =
3

 


  



(1)

  Γ

                     Μ

  Α           Δ         
300

          Β

Σε ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ (  0Α = 90 ) με υψος ΑΔ ισχυει ΒΓ=4ΑΔ. Να υπολο-
γισετε τις γωνιες του τριγωνου.



    

 

0

ΑΜ=ΜΓ
0 0

0 0 0

Φερνουμε την διαμεσο ΑΜ. Ειναι γνωστο οτι ΑΜ = ΜΓ = ΜΒ.
Ειναι : ΒΓ = 4ΑΔ 2ΑΜ = 4ΑΔ ΑΜ = 2ΑΔ που σημαινει για

το ορθογωνιο τριγωνο ΜΑΔ οτι ΑΜΔ = 30 .

Στο τριγωνο ΑΜΓ : ΑΜΔ = ΜΑΓ +Γ 30 = 2Γ Γ = 15

Ακομη, Β = 90 -Γ = 90 -15 = 75

 

 
0

  Β
           Δ
                        Μ

  Α                   
150

          Γ

Σε ορθογωνιο τριγωνο ΑΒΓ (  0Α = 90 ) με υψος ΑΔ και  0Γ = 15 να δειξετε οτι 
ισχυει ΒΓ=4ΑΔ. 

    



ΑΜ=ΜΓ
0

0

Φερνουμε την διαμεσο ΑΜ. Ειναι γνωστο οτι ΑΜ = ΜΓ = ΜΒ.

Στο τριγωνο ΑΜΓ : ΑΜΔ = ΜΑΓ +Γ ΑΜΔ = 2Γ = 30 .

Για το ορθογωνιο τριγωνο ΜΑΔ η ΑΜΔ = 30  οποτε 
ΒΓ

ΑΜ ΒΓ2ΑΔ = = = ΒΓ = 4ΑΔ
2 2 4





  Β
           Δ
                        Μ

  Α                   
150

          Γ
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Δινεται ισοσκελες τραπεζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ || ΓΔ) με ΑΔ = ΑΒ = ΒΓ  και ΔΒ = ΔΓ. 
Να βρεθουν  οι γωνιες του τραπεζιου.

 

 
 



  

  







   
 

  

    

1 1
21

1 2

2

1 2

0 0 0

0 0 0 0 0

Τριγ.ΑΔΒ ισοσκελες : Β = Δ  ΔΔ = Δ =
2ΑΒ||ΔΓ : Β = Δ

Στο τριγωνο ΑΔΒ (ΔΒ = ΔΓ) :Γ = Β (= Δ)  

Δ 3ΔΒ = Β + Β = + Δ = = Α.  Ετσι
2 2

3Δ 3ΔΑ + Β +Γ + Δ = 360 + + Δ + Δ = 360 5Δ = 360
2 2

Δ = 72 = Γ και Α = 180 - Δ = 180 - 72 = 108 = Β

 


 



        
  Α                        Β  

  Δ                                Γ    

  1
  2

  21

Σε τριγωνο ΑΒΓ  εχουμε υψος ΑΔ και Κ, Λ, Μ τα  μεσα των  πλευρων  του  
ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ  αντιστοιχα. Να  δειχτει οτι το ΚΛΜΔ ειναι ισοσκελες τραπεζιο.

 0

Στο τριγωνο ΑΒΓ (Μ,Λ μεσα των ΑΒ, ΑΓ) :
   ΜΛ ΒΓ  που σημαινει οτι ΚΛΜΔ τραπεζιο.

ΑΒΣτο τριγωνο ΑΒΓ (Κ,Λ μεσα των ΒΓ, ΑΓ) : ΚΛ =   (1) 
2

ΑΒΣτο τριγωνο ΑΒΔ : Δ = 90  και ΔΜ διαμεσος : ΔΜ =   (2)
2

  Απο τις (1









) και (2) ΚΛ = ΔΜ που σημαινει οτι το τραπεζιο
  ΚΛΜΔ ειναι ισοσκελες.

           Α

   Μ                      Λ

Β         Δ     Κ                Γ

Σε ισοσκελες τραπεζιο ΑΒΓΔ (ΑΔ = ΒΓ) να  δειξετε οτι οι μεσοκαθετες των  
μη παραλληλων  πλευρων  τεμνονται σε σημειο που  ισαπεχει απ'τις κορυφες.

 

Αφου ΟΜ, ΟΝ ειναι μεσοκαθετοι των ΑΔ καιΒΓ αντιστοιχα :
ΟΑ = ΟΔ και ΟΒ = ΟΓ  (1)
Φερνω την ΜΝ που ειναι παραλληλη στις βασεις και ειναι :

ΑΜ = ΒΝ (2) μισα ισων πλευρων, και ΑΜ Ν = ΒΝΜ (3) αφου και
ΑΒΝΜ ισοσκελες τ

   

 

0 0

ραπεζιο.

Απο (3) : ΑΜ Ν = ΒΝΜ 90 - ΑΜ Ν = 90 -ΒΝΜ

ΟΜ Ν = ΟΝΜ αρα το τριγωνο ΟΜΝ ισοσκελες και ΟΜ = ΟΝ  (4)
Τα τριγωνα ΟΜΑ και ΟΝΒ ειναι ισα γιατι :
Ορθογωνια
ΑΜ = ΒΝ απο (2) ΟΑ = ΟΒ (5)
ΟΜ = ΟΝ απο (4)
Απο (1) και (5) :

 








ΟΑ = ΟΔ = ΟΒ = ΟΓ .

        

           Α               Β

   Μ                              Ν

                    Ο

Δ                                  Γ
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 

 

0Δινεται ορθογωνιο τραπεζιο ΑΒΓΔ ( Α = Δ = 90 ) και το υψος του ΓΗ. 
Αν  2ΓΔ = ΑΒ και Γ = 3Β, να δειχτει οτι :
Το ΑΗΓΔ ειναι τετραγωνο      Η  ΔΒ διχοτομει το υψος ΓΗ. 



 

 

  



0

0 0

0 0

Το τετραπλευρο ΑΗΓΔ ειναι ορθογωνιο (ΔΓ||ΑΗ, ΔΑ||ΓΗ,
ΑΒ  Α = 90 ) οποτε ΑΗ = ΔΓ = . Αρα ΑΗ = ΔΓ = ΗΒ  (1)
2
3Β + Β = 180 4Β = 180Γ = 3Β  

  
Γ + Β = 180  (ΑΓ||ΑΒ) Β = 45 ΗΒΓ ισοσκελες

  Αρα ΓΗ = ΗΒ, οποτε λογω της (1) το





   
 

ΑΗΓΔ ειναι τετραγωνο.
ΑΓ =||ΗΒ οποτε ΔΓΒΗ ειναι παραλληλογραμμο και οι διαγωνι-

  ες του διχοτομουνται. Αρα ΔΒ διχοτομει το ΓΗ.


     

Δ                   Γ

                 Μ

  Α               Η               Β   

   



ο

ο

Θεωρουμε τραπεζιο ΑΒΓΔ με Α = Δ = 90 , ΔΓ = 2ΑΒ και Β = 3Γ . Φερουμε
την  ΒΕ ΔΓ  που  τεμνει την  ΑΓ  στο Κ  και την ΑΕ  που  τεμνει την  ΒΔ στο Λ.

ΔΓΝα δειχτει οτι :  Γ = 45          ΒΔ = ΑΕ             ΛΚ =
4

  



   

     



0

0 0 0 0

0

Ειναι ΔΓ = 2ΑΒ, Β = 3Γ, Α = Δ = 90 .

  Β +Γ = 180 3Γ +Γ = 180 4Γ = 180  Γ = 45

ΑΔ = ΒΕ (αποστασεις παραλληλων) και Α = 90 ,αρα ΑΒΕΔ 
  ορθογωνιο και κατα συνεπεια ΑΕ = ΒΔ.
Απ'τα πιο πανω ειναι ΔΕ = ΕΓ = ΑΒ και ΑΒ ΕΓ.

  Ετσι



 

 

  

το ΑΒΓΕ ειναι παραλληλογραμμο και το Κ μεσο της ΑΓ. 
  Ομως και το Λ ειναι μεσο της ΑΕ, οποτε στο τριγωνο ΑΕΒ :

ΑΒ
ΑΒ ΔΓ2  ΚΛ = = = .
2 2 4

     

A                   B

        Λ            K

  Δ               E               Γ   

Ευθεια  ε περναει απο τη κορυφη Α και αφηνει το παραλληλογραμμο ΑΒΓΔ προς 
το ιδιο μερος της. Αν  ΒΒ', ΓΓ', ΔΔ' ειναι οι αποστασεις των  Β, Γ, Δ απ'την  ε αντι -
στοιχα, να  δειχτει οτι : ΓΓ' = ΒΒ' + ΔΔ'.

Η ΟΟ' ειναι διαμεσος του τραπεζιου ΒΒ'Δ'Δ και
ΒΒ'+ ΔΔ'  ΟΟ'=   (1)

2
ΓΓ'Στο τριγωνο ΑΓΓ' (Ο,Ο' μεσα των ΑΓ, Α'Γ') :  ΟΟ'=   (2)
2

ΓΓ' ΒΒ'+ ΔΔ'Απο (1) και (2) : = ΓΓ'= ΒΒ'+ ΔΔ'
2 2







           

Α                            Β     Δ’
   Ο’

  Γ’
   Β’

Δ                            Γ 
   Ο
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Αν Α’,Β’,Γ’,∆’ και Κ’ ειναι αντιστοιχως οι προβολες των κορυφων και του κεν-
τρου Κ παραλληλογραμμου ΑΒΓ∆ σε μια ευθεια ε που αφηνει ολες τις κορυφες
προς το ιδιο μερος της, να αποδειξετε οτι: ΑΑ΄+ ΒΒ΄+ ΓΓ΄+ ∆∆΄ = 4ΚΚ΄

Η ΚΚ' ειναι διαμεσος του τραπεζιου ΒΒ'Δ'Δ και
ΒΒ'+ ΔΔ'  ΚΚ'=   (1)

2
Η ΚΚ' ειναι διαμεσος του τραπεζιου AA'Γ'Γ και

ΑΑ'+ΓΓ'  ΚΚ'=   (2)
2

ΑΑ'+ΓΓ' ΒΒ'+ ΔΔ'Απο (1) + (2) : 2ΚΚ'= +
2 2

ΑΑ'+ ΒΒ'+ΓΓ'+ ΔΔ'2ΚΚ'= 4ΚΚ'= ΑΑ'+
2







 ΒΒ'+ΓΓ'+ ΔΔ'.

     

Α                            Β  

   Δ’
   Ο’

  Γ’
   Β’

Δ                            Γ 

   Α’

   Ο

Δινεται ισοσκελες τριγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ) και Μ μεσο της πλευρας ΑΒ. 
Φερνουμε τη μεσοκαθετη  της ΑΒ που τεμνει την  ΑΓ  στο Ζ. Αν  ΖΗ || ΒΓ,  να α -
ποδειξετε οτι  ΓΗ = ΑΖ.

 

ΗΖ ||ΒΓ (υποθεση) ΗΖΓΒ ειναι ισοσκελες τραπεζιο
και ΒΖ = ΓΗ  (1)                      Β = Γ (ΑΒΓ ισοσκελες)

Η ΖΜ ειναι μεσοκαθετη της ΑΒ, αρα ΑΖ = ΖΒ  (2)
Απο (1), (2) : ΑΖ = ΓΗ







 


                   Α

            Μ
          Η                Ζ

       Β                       Γ

 .0

Δινεται τραπεζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ || ΔΓ) και Μ μεσο της πλευρας ΒΓ. 
Αν  ΑΔ = ΑΒ + ΓΔ να δειξετε οτι ΑΜΔ = 90

 0

Φερνουμε τη διαμεσο ΜΝ. 
ΑΒ +ΓΔ ΑΔΕιναι ΜΝ = =

2 2
Στο τριγωνο ΑΜΔ, η ΜΝ ειναι διαμεσος στην πλευρα ΑΔ

ΑΔ  και ισχυει ΜΝ = . Αρα το τριγωνο ΑΜΔ ειναι ορθογωνιο
2

  με ΑΜΔ = 90 .





         Α         Β

      Ν                  Μ

      Δ                      Γ 
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  Eστω τραπεζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ||ΓΔ) με ΑΒ=ΒΓ+ΑΔ.
Να δειξετε οτι οι διχοτομοι των γωνιων   Δ και Γ τεμνονται σε σημειο που βρισκε-
ται πανω στην ΑΒ.





 

 

Εστω οτι η διχοτομος της γωνιας Δ τεμνει τη ΑΒ στο Ε.

Θα δειξουμε οτι η ΓΕ ειναι διχοτομος της γωνιας Γ.

ΑΔΕ = ΓΔΕ (ΔΕ διχοτομος) ΑΕΔ ειναι ισοσκελες
ΓΔΕ = ΔΕΑ (εντος εναλλαξ, ΔΓ||ΑΒ) αρα ΑΕ = ΑΔ  (1)    

 


 

 

 

Απ'την υποθεση : ΑΒ = ΒΓ + ΑΔ ΑΒ = ΒΓ + ΑΕ
ΑΒ - ΑΕ = ΒΓ ΕΒ = ΒΓ που σημαινει οτι το τριγωνο ΕΒΓ ειναι 
ισοσκελες. Ετσι

ΒΓΕ = ΔΓΕ, αρα η ΓΕΒΓΕ = ΓΕΒ (ΓΕΒ ειναι ισοσκελες)
διχοτομος τΔΓΕ = ΓΕΒ (εντος εναλλαξ, ΔΓ||ΑΒ)



 



 


(1)

ης Γ.

     

    Δ                Γ

Α                 Ε                      Β

  Δινεται παραλληλογραμμο ΑΒΓΔ και το συμμετρικο Ε του σημειου Α ως προς
τη διαγωνιο ΒΔ. Να αποδειχθει οτι το ΒΓΕΔ ειναι ισοσκελες τραπεζιο.

Φερνω τις διαγωνιες του ΑΒΓΔ που τεμνονται στο Ο και το 
συμμετρικο Ε του Α ως προς τη ΒΔ.
Στο τριγωνο ΑΕΓ : Μ, Ο τα μεσα των πλευρων ΑΕ και ΑΓ αντι -

  στοιχα. Αρα ΜΟ||ΕΓ που σημαινει : ΒΓΕΔ τραπεζιο.

Δ




ΑΔ=ΒΓ

Μ μεσοκαθετη της ΑΕ, οποτε ΔΕ = ΑΔ = ΒΓ  ΔΕ = ΒΓ.
Αρα το τραπεζιο ΒΓΔΕΔ  ειναι ισοσκελες αφου ΔΕ = ΒΓ.



                    

                   
           Μ

Δ                               Γ
                        Ε

      Α                                Β

Ο

  Σε τραπεζιο ΑΒΓΔ η βαση ΔΓ ειναι διπλασια της βασης ΑΒ. Δειξτε οτι οι
διαγωνιες ΑΓ, ΒΔ τριχοτομουν τη διαμεσο ΜΝ.

Η ΜΝ ειναι παραλληλη στις βασεις και τεμνει τισ ΒΔ, ΑΓ στα
σημεια Ε, Ζ αντιστοιχα. Ετσι

ΑΒΑΒΔ : Μ μεσο ΑΔ Ε μεσο της ΒΔ και ΜΕ =   (1)
2ΜΕ||ΑΒ

ΑΒΑΒΓ : Ν μεσο ΒΓ Ζ μεσο της ΑΓ και ΖΝ =   (2)
2ΖΝ||ΑΒ

Αφου





 


 


Ε, Ζ μεσα των διαγωνιων, τοτε :
ΓΔ - ΑΒ 2ΑΒ - ΑΒ ΑΒΕΖ = ΕΖ = ΕΖ =   (3)

2 2 2
Απ'τις (1),(2),(3) προκυπτει το ζητουμενο.

 

      Α                                Β          
    Α                  Β

Μ        Ε         Ζ        Ν

  Δ                                 Γ


