




Οι ασκήσεις βασίζονται στο αξιόλογο φυλλάδιο του Μαθηματικού Μιλτ. Παπαγρηγοράκη, από τις σημειώσεις του για το 4ο Γενικό Λύκειο Χανίων [2008-09 < Mathematica.gr] , τον οποίο κι ευχαριστώ ιδιαίτερα για  το ήθος και την ευχάριστη διάθεση, με την οποία συμβάλλει στην ελεύθερη διάθεση της γνώσης. Για την αντιγραφή: Κόλλας Αντώνης.
ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ
Ορισμός Διανύσματος

Αντίθετα Διανύσματα

Γωνία Διανυσμάτων

Πρόσθεση & Αφαίρεση Διανυσμάτων
1.
Για τα σημεία Α, Β, Γ, Δ να αποδείξετε ότι: 


α.   
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β.   
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2.
Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ που ανά τρία δεν είναι συνευθειακά. Αν 
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 για κάθε σημείο Ο, να αποδείξετε ότι το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.

3.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε ώστε 
[image: image4.wmf]ΒΓ
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 και 
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. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Γ, Δ, Ε είναι συνευθειακά.

4.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και το μέσο Μ της ΑΓ. Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image6.wmf]ΓΒ

ΜΚ

=

 και 
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. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ, Α, Λ είναι συνευθειακά.
5.
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ. Να σημειώσετε:


α.
δύο ζεύγη ίσων διανυσμάτων.


β.
δύο κάθετα διανύσματα.


γ.
δύο μη συγγραμμικά διανύσματα, με ίσα μέτρα.


δ.
δύο ζεύγη αντίθετων διανυσμάτων.

6.
Σε τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
[image: image8.wmf]ΑΔ
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. Να αποδείξετε ότι οι διαγώνιές του ΑΓ και ΒΔ διχοτομούνται.

7.
Τι συμπεραίνετε για τις διαγώνιες ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, στο οποίο ισχύει ότι:   
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   για κάθε σημείο Ο;
8.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και τυχαίο σημείο Ρ της πλευράς ΒΓ. Αν Μ είναι σημείο τέτοιο, ώστε:   
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 , να αποδείξετε ότι το ΑΒΜΓ είναι παραλληλόγραμμο.
9.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε σημείο Δ, ώστε να ισχύει 
[image: image11.wmf]ΑΓ
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 και να αποδείξετε ότι:   
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   για κάθε σημείο Μ.

10.
Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ, Δ του χώρου, για τα οποία ισχύει ότι: 
[image: image13.wmf]ΒΕ
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. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α και Β ταυτίζονται.

11.
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τυχαίο σημείο Ρ του χώρου. Να αποδειχθεί ότι:   
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12.
Εξωτερικά ενός τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζουμε παραλληλόγραμμα ΑΒΔΕ, ΑΛΚΓ, ΒΓΝΜ. Να αποδείξετε ότι:   
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ΜΔ

ΚΝ

ΕΛ

=

+

+

 .


13.
Με βάση το διπλανό σχήμα να εκφράσετε:


α.
το διάνυσμα 
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β.
το διάνυσμα 
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 συναρτήσει των 
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γ.
το διάνυσμα 
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 συναρτήσει των 
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Γινόμενο Αριθμού με Διάνυσμα
Διανυσματική Ακτίνα Μέσου Ευθύγραμμου Τμήματος
14.
Να σχεδιάσετε διανύσματα, έτσι ώστε να ισχύουν οι ισότητες:

α.   
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γ.   
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δ.   
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15.
Έστω Ο, Α, Β, Γ, Δ σημεία τέτοια, ώστε 
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. Να εκφράσετε τα διανύσματα 
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16.
Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και ένα εσωτερικό του σημείο Δ τέτοιο, ώστε ΑΔ = 2/5∙ΔΒ . Αν τα διανύσματα θέσης των Α και Β είναι 
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17.
Σε ένα παραλληλόγραμμο ΟΑΒΓ είναι 
[image: image47.wmf]α

Α

O

=

 και 
[image: image48.wmf]γ

Γ

O

=

. Ένα σημείο Δ βρίσκεται στην πλευρά ΑΒ, έτσι ώστε ΔΒ = 2∙ΑΔ . Να εκφράσετε τα διανύσματα 
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18.
Έστω ένα τραπέζιο ΟΑΒΓ με 
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 . Αν Δ, Ε είναι τα μέσα των ΑΒ και ΓΒ αντίστοιχα, να βρείτε τα διανύσματα 
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19.
Αν για τα σημεία Ο, Α, Β, Γ ισχύει 
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 τότε:

α.
Να γράψετε τη σχέση χρησιμοποιώντας το Α ως σημείο αναφοράς.


β.
Να δείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά και ότι το Γ βρίσκεται μεταξύ των Α και Β.

20.
Δίνονται τα σημεία Α, Β, Γ με διανύσματα θέσης, ως προς σημείο αναφοράς το Ο, τα 
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[image: image70.wmf]α

, 
[image: image71.wmf]β

 μη συγγραμμικά. Να υπολογίσετε τα 
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 και να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.
21.
Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ και τα σημεία Ε, Ζ της ΑΓ , ώστε     ΑΕ = ΖΓ = 1/4∙ΑΓ . Αν 
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 και 
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 και να αποδείξετε ότι το ΕΒΖΔ είναι παραλληλόγραμμο.
22.
Αν 
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 , να αποδείξετε ότι 
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23.
Αν Κ, Λ είναι τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΓΔ ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ, να αποδείξετε ότι:   
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24.
Αν Μ, Ν είναι τα μέσα των διαγωνίων ΑΓ και ΒΔ ενός τετράπλευρου ΑΒΓΔ, τότε να αποδείξετε ότι:   
[image: image85.wmf]ΜΝ

2

ΓΔ

ΑΒ

=

+

 .

25.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα σημείο Δ τέτοιο, ώστε 
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 , με x + y = 1 . Να αποδείξετε ότι το Δ είναι σημείο της ευθείας ΒΓ.

26.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σημείο Μ τέτοιο, ώστε να ισχύει 
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 με λ, μ ( (*. Να αποδείξετε ότι λ = μ = 1/2 .
27.
Αν για τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε ισχύει ότι 
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, να αποδείξετε ότι τα σημεία Β, Γ, Δ είναι συνευθειακά.
28.
Δίνονται τα μη συγραμμικά διανύσματα 
[image: image90.wmf]α
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 και τα σημεία Α, Β, Γ, Ο. Αν 
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, τότε να αποδείξετε ότι τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά και ότι ΒΓ = 2ΑΒ.
29.
Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και τα σημεία Δ, Ε, Ζ ώστε: 
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. Να αποδείξετε ότι τα Δ, Ε, Ζ είναι συνευθειακά.
30.
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ένα μεταβλητό σημείο Μ. Να αποδείξετε ότι το διάνυσμα 
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31.
Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ, το κέντρο του Κ και Μ το μέσο του ΚΓ. Να αποδείξετε ότι:   
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32.
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Να βρεθεί σημείο Μ, ώστε: 
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33.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να προσδιοριστεί σημείο Ρ, ώστε να ισχύει: 
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34.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου, ώστε να ισχύει:

α.
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γ.
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35.
Αν τα διανύσματα 
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 και 
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 δεν είναι συγγραμμικά και ισχύει ότι 
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36.
Να βρείτε μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς κ, λ, μ έτσι ώστε να ισχύει: 
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για κάθε ζεύγος διανύσματων 
[image: image109.wmf]α

, 
[image: image110.wmf]β

.
37.
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, η διάμεσος ΑΜ και σημείο Δ στην πλευρά ΑΓ, ώστε: ΓΔ = 2∙ΔΑ . Οι ΒΔ, ΑΜ τέμνονται στο Ε. Να αποδείξετε ότι το Ε είναι μέσο της ΑΜ και ΒΕ = 3∙ΕΔ .
38.
Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Αν Ε είναι σημείο της ΑΒ, ώστε 
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Συντεταγμένες Διανύσματος

Μέτρο & Συντελεστής Διεύθυνσης Διανύσματος
39.
Δίνεται σημείο Α (λ 2 ( 4λ + 3, λ 2 ( λ ( 6), λ((. Να βρείτε τις τιμές του λ, ώστε:

α.
το Α να είναι σημείο του άξονα x΄x.


β.
το Α να είναι σημείο του άξονα y΄y.
40.
Θεωρούμε τα σημεία Α ((2, 1), Β (4, 0) και Γ (6, 1). Να βρεθούν οι συντεταγμένες των συμμετρικών:


α.
του Α ως προς το Β.


β.
του Γ ως προς το μέσο του ΑΒ.

41.
Έστω το σημείο Α ((2, 3). Να βρείτε το σημείο Β όταν:


α.
τα Α, Β είναι συμμετρικά ως προς το Κ (0, 1).


β.
τα Α, Β είναι αντιδιαμετρικά του κύκλου με κέντρο το Κ((1, 0).

42.
Να βρείτε τα κ, λ ( (, ώστε τα σημεία Α ((κ + 1, 2), Β ((λ + 2, λ) να είναι συμμετρικά ως προς:

α.   το Ο(0, 0)
β.   τον άξονα x΄x
γ.   την ευθεία y = x
43.
Οι τετμημένες των σημείων Α και Β είναι ρίζες της εξίσωσης:               x 2 ( (λ 2 ( 3λ + 2)x ( 199 = 0 . Να βρείτε τις τιμές του λ((, ώστε το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ να έχει τετμημένη ίση με 3.

44.
Έστω σημείο Α ((1, 2). Να βρείτε:


α.
το διάνυσμα 
[image: image113.wmf]AB

 όταν Β ((3, 0) .


β.
το σημείο Γ όταν 
[image: image114.wmf]Γ
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γ.
το σημείο Δ όταν 
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45.
Για το διάνυσμα 
[image: image116.wmf]α

 = (x 2 ( 5x + 6, x 2 ( 9) , να βρείτε τις τιμές του x((, έτσι ώστε:

α.   
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46.
Έστω τα σημεία Α (3, 2), Β(7, (4). Να βρείτε:

α.
σημείο Μ της ευθείας y = x + 1 , ώστε το τρίγωνο ΜΑΒ να είναι ισοσκελές με κορυφή το Μ.


β.
σημείο Ν του x΄x , ώστε το τρίγωνο ΝΑΒ να είναι ορθογώνιο στο Ν.
47.
Αν 
[image: image120.wmf]α

 = ((2, 5), 
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 = (3, 4), 
[image: image122.wmf]γ

 = ((1, 2) τότε να βρείτε:

α.
τα διανύσματα 
[image: image123.wmf]u

 = 2
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β.
τα μέτρα των 
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48.
Να γραφτεί το διάνυσμα 
[image: image135.wmf]u

 = ((2, 6) ως γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image136.wmf]v

 = (2, (1) και 
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 = (3, 1) .
49.
Δίνονται τα σημεία Α (2, 9), Β (3, 4), Γ (5, 7) και το διάνυσμα              
[image: image138.wmf]x

 = (κ ( 2, λ ( 5) .


α.
Να βρείτε τις συντεταγμένες των 
[image: image139.wmf]AB
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 και 
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β.
Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών κ, λ για τις οποίες ισχύει: 
[image: image142.wmf]ΑΒ
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γ.
Να υπολογίσετε το μέτρο του 
[image: image143.wmf]ΑΒ
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δ.
Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Γ.
50.
Να βρείτε τις τιμές του x((, ώστε τα διανύσματα 
[image: image144.wmf]α

 = (x, 1) και          
[image: image145.wmf]β

 = (9, x) να είναι αντίρροπα.
51.
Να βρείτε τα x, y ( ( , ώστε τα διανύσματα 
[image: image146.wmf]α

 = (x 3 + y 3 , x + y) και 
[image: image147.wmf]β

 = ((7, (1) να είναι αντίθετα.
52.
Να βρείτε διάνυσμα 
[image: image148.wmf]β

 αντίρροπο του διανύσματος 
[image: image149.wmf]α

 = ((6, 8) με μέτρο τριπλάσιο από το 
[image: image150.wmf]α

.

53.
Να βρείτε τα α, β ( ( , ώστε να ισχύει:
(α ( 3)
[image: image151.wmf]i

r

 ( β
[image: image152.wmf]j

r

 // y΄y   και   (α + 1)
[image: image153.wmf]i

r

 + β
[image: image154.wmf]j

r

 // 
[image: image155.wmf]i

r

 + 
[image: image156.wmf]j

r


54.
Αν τα σημεία Α ((3, 5), Β (1, 7) είναι οι διαδοχικές κορυφές παραλληλογράμμου και Μ (1, 1) το σημείο τομής των διαγωνίων του, να βρείτε τις άλλες κορυφές του.

55.
Να βρείτε τις τιμές μ((, ώστε τα σημεία Α (1, 0), Β ((μ 2 , 3),               Γ ((5μ, 9) να είναι συνευθειακά.

56.
Να βρείτε τη γωνία φ, την οποία σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image157.wmf]AB

 με τον x΄x, όταν Α (2, 4) και Β (4, 2).

57.
Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 
[image: image158.wmf]α

, για το οποίο ισχύει ότι:   
[image: image159.wmf]α

 = (
[image: image160.wmf]α

 ( 4 , 8) .

58.
Να βρείτε τις συντεταγμένες του διανύσματος 
[image: image161.wmf]v

 αν είναι γνωστό ότι σχηματίζει μη κυρτή γωνία με τον ημιάξονα Οx, έχει 
[image: image162.wmf]v

 = 10 και είναι παράλληλο προς το διάνυσμα 
[image: image163.wmf]u

 = (3, (4) .
Εσωτερικό Γινόμενο

Προβολή Διανύσματος
59.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image164.wmf]α

 και 
[image: image165.wmf]β

 όπου 
[image: image166.wmf](
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 , 
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 και 
[image: image168.wmf]2
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 να βρεθούν τα:

α.   
[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf](
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γ.   
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60.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image172.wmf]α

 και 
[image: image173.wmf]β

 με 
[image: image174.wmf]β
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. Να αποδείξετε ότι 
[image: image175.wmf]β
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61.
Έστω τα διανύσματα 
[image: image176.wmf]α

 και 
[image: image177.wmf]β

 , με 
[image: image178.wmf]3
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[image: image179.wmf]1
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 και 
[image: image180.wmf](
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 .  Να βρείτε το 
[image: image181.wmf]β
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.
62.
Αν 
[image: image182.wmf]1
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, 
[image: image183.wmf]2
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, 
[image: image184.wmf](
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, 
[image: image185.wmf]0
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, τότε να βρείτε το 
[image: image186.wmf]γ

 και το διάνυσμα 
[image: image187.wmf]γ
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.
63.
Αν τα διανύσματα 
[image: image188.wmf]α

 και 
[image: image189.wmf]β

 έχουν ίσα μέτρα και είναι κάθετα, τότε να αποδείξετε ότι και τα διανύσματα 
[image: image190.wmf]β
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, 
[image: image191.wmf]β
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 είναι κάθετα και έχουν ίσα μέτρα.
64.
Δίνονται τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image192.wmf]α

, 
[image: image193.wmf]β

 με 
[image: image194.wmf]α
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 και 
[image: image195.wmf])
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. Να αποδείξετε ότι 
[image: image196.wmf](
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65.
Αν 
[image: image197.wmf])
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 και 
[image: image198.wmf])
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 , τότε να βρείτε το x, ώστε 
[image: image199.wmf](
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.
66.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image200.wmf]α

, 
[image: image201.wmf]β

 με 
[image: image202.wmf]5
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[image: image203.wmf](
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 και 
[image: image204.wmf]β
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. Να υπολογίσετε το 
[image: image205.wmf]v

, καθώς και τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image206.wmf]v

 και 
[image: image207.wmf]α

.
67.
Αν 
[image: image208.wmf]α

 = ( 1, 2 ) και 
[image: image209.wmf]β

 = ( 3, 4 ) να βρεθούν τα διανύσματα 
[image: image210.wmf]p

 και 
[image: image211.wmf]q

 ώστε να ισχύουν συγχρόνως:

α.   
[image: image212.wmf]q
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β.   
[image: image213.wmf]β
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γ.    
[image: image214.wmf]β
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68.
Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image215.wmf]β

 = ( (9, 19 ) σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες, από τις οποίες η μία να έχει διεύθυνση ίδια με τη διεύθυνση του 
[image: image216.wmf]α

 = ( 5, (3 ) .
69.
Να αναλυθεί το διάνυσμα 
[image: image217.wmf]α

 = ( 4, 3 ) σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες, από τις οποίες η μία να είναι κάθετη στο διάνυσμα         
[image: image218.wmf]β

 = ( 3, 1 ) .

70.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image219.wmf]α

 και 
[image: image220.wmf]β

 με 
[image: image221.wmf]1
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 και 
[image: image222.wmf](
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 . Να βρείτε το 
[image: image223.wmf]x

 αν 
[image: image224.wmf])
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 και 
[image: image225.wmf])
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71.
Αν 
[image: image226.wmf]β
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[image: image227.wmf])
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 και 
[image: image228.wmf]2
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, τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image229.wmf]3
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 και 
[image: image230.wmf]1
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72.
Αν 
[image: image231.wmf]β
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 , τότε να αποδείξετε ότι 
[image: image232.wmf]3
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73.
Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου, για τα οποία ισχύει καθεμία από τις παρακάτω σχέσεις:

α.

[image: image233.wmf]0
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74.
Να αποδείξετε ότι το διάνυσμα 
[image: image236.wmf]x
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 είναι κάθετο στο 
[image: image237.wmf]β

 για κάθε διάνυσμα 
[image: image238.wmf]x

 .
75.
Αν 
[image: image239.wmf]α

, 
[image: image240.wmf]β

 είναι μη συγγραμμικά διανύσματα, τότε να αποδείξετε ότι είναι αδύνατη στο ( η εξίσωση:
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76.
Αν 
[image: image242.wmf]α

 = ( 2, 3 ) και 
[image: image243.wmf]β

 = ( (1, 4 ) , να βρείτε την προβολή του 
[image: image244.wmf]α

 στο 
[image: image245.wmf]β

.
77.
Να βρεθεί διάνυσμα 
[image: image246.wmf]δ

 με 
[image: image247.wmf]10
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 που έχει αναλυθεί σε δύο κάθετες συνιστώσες, από τις οποίες η μία είναι η ( 4, 2 ) .

78.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image248.wmf]α

, 
[image: image249.wmf]β

, 
[image: image250.wmf]γ

 με 
[image: image251.wmf]α

 = 1 , 
[image: image252.wmf]β

 = 2 , 
[image: image253.wmf]γ

 = 3 . Αν ισχύει ότι 
[image: image254.wmf]0
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79.
Αν για τα διανύσματα 
[image: image256.wmf]α

, 
[image: image257.wmf]β

, 
[image: image258.wmf]γ

 ισχύει 
[image: image259.wmf]0
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 και 
[image: image260.wmf]γ
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 , τότε να αποδείξετε ότι το 
[image: image261.wmf]α

 είναι ομόρροπο με το 
[image: image262.wmf]β

 και το 
[image: image263.wmf]β

 αντίρροπο με το 
[image: image264.wmf]γ

.
80.
Αν 
[image: image265.wmf]0
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 , τότε να λύσετε ως προς 
[image: image266.wmf]x

 την εξίσωση: 
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81.
α.
Αποδείξτε ότι για οποιαδήποτε διανύσματα 
[image: image268.wmf]α

 και 
[image: image269.wmf]β

 ισχύει:   
[image: image270.wmf]β
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β.
Να βρείτε την ελάχιστη και τη μέγιστη τιμή της παράστασης     Α = 6x ( 8y αν x 2 + y 2 = 36 .
82.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image271.wmf]α

 = ( (3, 4 ), 
[image: image272.wmf]β

 = ( 2, (5 ) . Να βρείτε διάνυσμα 
[image: image273.wmf]x

 ώστε 
[image: image274.wmf]α

x

×

 = 5 και 
[image: image275.wmf]β

x
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 = (8 .
83.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image276.wmf]α

, 
[image: image277.wmf]β

, 
[image: image278.wmf]γ

 . Αν 
[image: image279.wmf]1
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, 
[image: image280.wmf]2
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, 
[image: image281.wmf]5
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, 
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 να βρείτε το 
[image: image283.wmf]γ
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 .
84.
Έστω τα μοναδιαία διανύσματα 
[image: image284.wmf]α

, 
[image: image285.wmf]β

 . Αν τα διανύσματα 
[image: image286.wmf]β
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, 
[image: image287.wmf]β
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 σχηματίζουν γωνία 2π/3 να βρείτε την γωνία των διανυσμάτων 
[image: image288.wmf]α

, 
[image: image289.wmf]β

 .
85.
Σε πλαγιογώνιο σύστημα αξόνων τα διανύσματα 
[image: image290.wmf]α

 = ( 1, 2 ),               
[image: image291.wmf]β

 = ( 3, 0 ) είναι κάθετα. Να  βρείτε την γωνία των μοναδιαίων διανυσμάτων των αξόνων.
86.
Έστω ΑΔ διάμεσος του τριγώνου ΑΒΓ. Αν ισχύει ότι: 
[image: image292.wmf]ΑΒ
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 να αποδείξετε ότι το ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και ισοσκελές με κορυφή το Α.

87.
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
[image: image293.wmf]ΒΔ

ΒΓ
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, όπου Δ είναι η προβολή του Α στη ΒΓ τότε το τρίγωνο είναι ορθογώνιο στο Α.

88.
Αποδείξτε διανυσματικά ότι αν οι διαγώνιες παραλληλογράμμου είναι κάθετες τότε αυτό είναι ρόμβος.

89.
Θεωρούμε τα μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image294.wmf]α

, 
[image: image295.wmf]β

 .


α.
Να δειχθεί ότι:   
[image: image296.wmf]1
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β.
Να δειχθεί ότι το διάνυσμα 
[image: image297.wmf]β
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 είναι παράλληλο στη διχοτόμο της γωνίας των 
[image: image298.wmf]α

 και 
[image: image299.wmf]β

 .
90.
Δίνονται τα σταθερά σημεία Α, Β με 
[image: image300.wmf]8
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 . Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 
[image: image301.wmf]9
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 .
91.
Θεωρούμε τα διανύσματα 
[image: image302.wmf]α

, 
[image: image303.wmf]β

 . Να δειχθεί ότι το διάνυσμα 
[image: image304.wmf]α
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 είναι συγγραμμικό με τη διχοτόμο της γωνίας των διανυσμάτων 
[image: image305.wmf]α

, 
[image: image306.wmf]β

 .

92.
Δίνονται τα σημεία Α( (3, 5 ) και Β( 4, (2 ) . Τότε:


α.
Να βρείτε το σημείο Μ του άξονα y΄y, το οποίο ισαπέχει από τα Α και Β.


β.
Να βρείτε την προβολή του διανύσματος 
[image: image307.wmf]AM

 στο 
[image: image308.wmf]MB

.


γ.
Να αναλύσετε το διάνυσμα 
[image: image309.wmf]AM

 σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες, μια από τις οποίες έχει τη διεύθυνση του 
[image: image310.wmf]MB

 .
93.
Αν 
[image: image311.wmf]1
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 και 
[image: image314.wmf]0
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 , τότε να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 
[image: image315.wmf]γ
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 και 
[image: image316.wmf]γ
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94.
Δίνονται τα διανύσματα 
[image: image317.wmf]α

 = ( x+1, 2 ) και 
[image: image318.wmf]β

 = ( x, 2x+1 ) με x((.

α.
Να αποδείξετε ότι τα διανύσματα δεν είναι συγγραμμικά για κάθε x((.

β.
Αν x = (3 , τότε να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει το 
[image: image319.wmf]α

 με τον άξονα x΄x .

γ.
Αν x = (1 , τότε να γράψετε το διάνυσμα 
[image: image320.wmf]i

3

γ

r
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 ως γραμμικό συνδυασμό των 
[image: image321.wmf]α

 και 
[image: image322.wmf]β

 .


δ.
Αν x = (2 , τότε να βρείτε ένα διάνυσμα αντίρροπο του 
[image: image323.wmf]α

 με μέτρο 
[image: image324.wmf]10

 .
95.
Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ με 
[image: image325.wmf]β
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 και 
[image: image326.wmf]β
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 , όπου 
[image: image327.wmf]α

, 
[image: image328.wmf]β

 γνωστά μοναδιαία διανύσματα κάθετα μεταξύ τους.

α.
Να εκφραστεί το 
[image: image329.wmf]ΒΓ

 ως γραμμικός συνδυασμός των 
[image: image330.wmf]α

, 
[image: image331.wmf]β

 και να υπολογιστούν τα μήκη των πλευρών του τριγώνου.


β.
Να εκφραστεί η διάμεσος 
[image: image332.wmf]ΑΜ

 ως γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 
[image: image333.wmf]α

, 
[image: image334.wmf]β

 και να υπολογιστεί το μήκος της.

96.
Θεωρούμε δύο μη μηδενικά διανύσματα 
[image: image335.wmf]α

, 
[image: image336.wmf]β

 ώστε να ισχύουν 
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